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Предисловие

Основу второго издания учебника по-прежнему составляют
лекции о случайных процессах, которые автор читает на факуль-
тете вычислительной математики и кибернетики Московского госу-
дарственного университета им. М. В. Ломоносова. Книга рассчитана
на бакалавров старших курсов и магистрантов.

Цель учебника состоит в том, чтобы в доступной форме позна-
комить читателя с основами теории случайных процессов. В каче-
стве «вершины», которая венчает учебник, выбрана теория стоха-
стического интегрирования. Причина такого выбора продиктована
многочисленными применениями стохастического анализа в эконо-
мике, технике, физике, химии, финансовой математике и во многих
других научных и прикладных направлениях знания.

Отбор материала следует классификации случайных процес-
сов. Предлагаемая классификация не претендует на оригиналь-
ность, так как является отражением сложившейся традиции в пре-
подавании теории случайных процессов. Суть классификации со-
стоит в выделении отдельных классов случайных процессов по од-
ному или нескольким свойствам, которыми могут обладать случай-
ные процессы. Отдельные классы случайных процессов могут быть
выделены единым методом исследования. Примерами классов слу-
чайных процессов могут служить:

• случайные процессы второго порядка;
• стационарные процессы второго порядка;
• строго стационарные случайные процессы;
• случайные процессы с независимыми приращениями;
• случайные процессы Леви;
• мартингалы;
• марковские случайные процессы;
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• марковские процессы с локальным взаимодействием;
• диффузионные случайные процессы;
• управляемые диффузионные процессы;
• гауссовские случайные процессы;
• ветвящиеся случайные процессы;
• случайные процессы в теории массового обслуживания.

Некоторые классы случайных процессов могут быть охаракте-
ризованы наличием определенного рода свойств и методом исследо-
вания. В качестве примера укажем, что случайные процессы второго
порядка объединены в один класс наличием у них конечных первых
двух абсолютных моментов, а также тем, что их исследование по-
строено на методах гильбертова пространства. Случайные процес-
сы, используемые в теории массового обслуживания, объединены в
один класс набором типичных задач, решаемых в этой области.

Наилучший способ проникнуть в суть теории случайных про-
цессов состоит в привлечении теории меры. По этой причине книга
открывается главой, содержащей необходимые сведения из теории
меры и интеграла. Доказательства и конструкции, которые приве-
дены в этой главе, составляют тот инструментарий, с помощью ко-
торого исследуются многие свойства случайных процессов.

Во второй главе собраны некоторые сведения из теории вероят-
ностей, связанные с понятием независимости. В третьей главе дано
представление о понятии случайного процесса и указаны некоторые
свойства, которыми могут обладать случайные процессы. В четвер-
той главе приведены начальные сведения о случайных процессах с
независимыми приращениями. Двум особенно важным представи-
телям класса случайных процессов с независимыми приращениями
посвящены пятая и шестая главы. В седьмой главе обсуждаются
стационарные процессы и строго стационарные случайные процес-
сы. Теория мартингалов является одной из главных тем учебника.
Мартингалам посвящена восьмая глава. Стохастическое интегриро-
вание изложено в девятой главе. Изложенная теория стохастическо-
го интегрирования достаточна для многих приложений. В заключи-
тельной десятой главе дано представление о стохастических диффе-
ренциальных уравнениях. Подчеркнута связь с теорией марковских
случайных процессов. Изложение материала сопровождается реше-
нием типичных примеров и формулировкой задач для самостоятель-
ного решения.
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В списке литературы и библиографическом комментарии пе-
речислены источники для дальнейшего чтения, в которых можно
найти другие точки зрения на понятие случайного процесса.

Предполагается, что после изучения курса «Случайные процес-
сы» бакалавр, магистрант должен:

знать
• основные понятия, терминологию, основные классы случай-

ных процессов, области возможных применений;
• основные методы исследования и примеры нестандартных под-

ходов исследования случайных процессов;
• теорию стохастического интегрирования и стохастических

дифференциальных уравнений;
уметь
• решать типичные задачи и формулировать прикладные задачи

в терминах теории случайных процессов;
• строить модели естественных явлений, исследуемые методами

теории случайных процессов и стохастического анализа;
владеть
• основными методами исследования случайных процессов;
• методами стохастического интегрирования;
• навыками интуитивного подхода к решению нестандарных за-

дач с привлечением стохастического анализа.

Книга разбита на главы, каждая глава разбита на несколько
параграфов. Все утверждения названы теоремами. Каждая теоре-
ма имеет номер a.b.с, обозначающий главу a, параграф b, номер
теоремы c. Каждая выключенная формула имеет номер (a.b.c) с
указанием главы a, параграфа b, номера формулы c. Символы I и
J обозначают начало и конец доказательства теоремы.

Автор выражает благодарность студентам и аспирантам, кото-
рые прослушали курс лекций и приняли участие в редактировании
учебника. Особая благодарность доценту Н. Н. Голиковой и профес-
сорам А. Н. Чупрунову и Ю. С. Хохлову за критические замечания.

Москва, 2016 г. В. М. Круглов



Глава 1
Математические основы

В данной главе собраны необходимые сведения из теории мно-
жеств, теории интегрирования и теории вероятностей. Утверждения
и их доказательства составляют математический аппарат для иссле-
дования многих свойств случайных процессов.

1.1. Операции с множествами

Напомним некоторые сведения из наивной (неаксиоматиче-
ской) теории множеств. Приводимое далее «определение» множе-
ства было предложено Кантором (Moritz Benedict Cantor) – основа-
телем теории множеств.

1.1.1. Понятие множества. Множеством называется любое
объединение в одно целое определенных объектов. Объекты, состав-
ляющие множество, называются точками. Любая часть точек дан-
ного множества называется его подмножеством. Множество, не со-
держащее точек, называется пустым и обозначается ∅.

Примерами являются множество R всех вещественных чисел,
множество R+ всех неотрицательных вещественных чисел, множе-
ство Q всех рациональных чисел, множество Q+ всех неотрицатель-
ных рациональных чисел, множество N всех натуральных чисел,
множество Z всех целых чисел, множество C всех комплексных чи-
сел. Обозначим T, t∗ = inf{t : t ∈ T}, t∗ = sup{t : t ∈ T} произвольное
множество вещественных чисел и его граничные точки.

Далее предполагается, что все рассматриваемые множества яв-
ляются подмножествами данного множества Ω. Его точки будут обо-
значаться строчной греческой буквой ω (омега). Отношения между
точками и множествами, а также между множествами принято за-
писывать с помощью знаков Пеано (Giuseppe Peano). А именно, если
ω и A – точка и подмножество, то записи ω ∈ A и ω /∈ A означают,
что ω принадлежит A и ω не принадлежит A. Если A и B – под-



ГЛАВА 1. МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ОСНОВЫ 9

множества множества Ω, то запись A ⊆ B означает, что A является
частью (подмножеством) B. Запись A ⊂ B означает, что A является
частью B и не совпадает с ним.

Множества A и B называются равными, если они состоят из
одних точек. Для доказательства равенства множеств A и B доста-
точно убедиться, что каждое из них является частью другого.

Множество, точками которого являются подмножества некото-
рого множества, называется классом или семейством множеств.

Объединением множеств из непустого класса (семейства) L на-
зывается множество точек из Ω, каждая из которых принадлежит
хотя бы одному из множеств класса (семейства) L и обозначается
∪A∈LA. В случае пустого класса L полагают ∪A∈LA = ∅.

Пересечением множеств из непустого класса (семейства) L на-
зывается множество точек из Ω, каждая из которых принадлежит
всем множествам из класса L и обозначается ∩A∈LA. В случае пу-
стого класса (семейства) L полагают ∩A∈LA = Ω.

Разностью множеств A и B называется множество точек из A,
которые не принадлежат B, и обозначается A \ B. Разность Ω \ A
называется дополнением множества A и обозначается Ac.

Объединение (A\B)∪ (B \A) называется симметрической раз-
ностью множеств A и B и обозначается A4B.

1.1.2. Теорема. Операции с множествами связаны между
собой правилами де Моргана (Augustus De Morgan)

(∪A∈LA)c = ∩A∈LAc, (∩A∈LA)c = ∪A∈LAc.

I Докажем, например, первое равенство. Если ω ∈ (∪A∈LA)c,
то ω /∈ ∪A∈LA и, следовательно, ω /∈ A для любого A ∈ L. Поэтому
ω ∈ Ac для любого A ∈ L и, следовательно, ω ∈ ∩A∈LAc. Анало-
гично, если ω ∈ ∩A∈LAc, то ω /∈ A для любого A ∈ L. Поэтому
ω /∈ ∪A∈LA и, следовательно, ω ∈ (∪A∈LA)c. Множества ∩A∈LAc и
(∪A∈LA)c равны, так как являются частями друг друга. J

Операции объединения и пересечения обладают свойствами
коммутативности, ассоциативности и дистрибутивности. Свойство
коммутативности состоит в том, что объединение и пересечение
множеств из данного класса не зависят от их «расположения» в
классе. Например, A ∪ B = B ∪ A и A ∩ B = B ∩ A. Если класс
L представляет собой объединение классов Lt, t ∈ T, то свойство
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ассоциативности выражается равенствами

∪A∈LA = ∪t∈T (∪A∈LtA), ∩A∈LA = ∩t∈T (∩A∈LtA).

Пусть B является подмножеством множества Ω и L является
классом (семейством) подмножеств множества Ω. Свойство дистри-
бутивности выражается равенствами

B ∪ (∩A∈LA) = ∩A∈L(B ∪A), B ∩ (∪A∈LA) = ∪A∈L(B ∩A).

Последовательность {An}n≥1 множеств называется возраста-
ющей (убывающей), если An ⊆ An+1 (An+1 ⊆ An) для всех n ∈ N.
Запись An ↑ (An ↓) означает, что последовательность {An}n≥1 воз-
растает (убывает).

Пусть дано подмножество A множества Ω. Определим индика-
торную функцию 1A : Ω → R множества A, положив 1A(ω) = 1,
если ω ∈ A, и 1A(ω) = 0, если ω ∈ Ac.

Операции с множествами можно выразить в терминах их ин-
дикаторных функций. Например, соотношения A ⊆ B, A = B,
A∩B = ∅ между множествами A и B эквивалентны соотношениям
1A ≤ 1B, 1A = 1B, 1A∩B = 1A1B = 0 индикаторных функций.

Имеется правило, которое позволяет строить новые множества
из числа имеющихся множеств. При этом больше не предполагается,
что множества, из которых строятся новые множества, являются
подмножествами какого-либо одного данного множества.

1.1.3. Определение. Пусть даны множества Ωt, t ∈ T.Множе-
ство функций ωt, t ∈ T, со значениями ωt ∈ Ωt называется прямым
произведением множеств Ωt, t ∈ T, и обозначается ×t∈TΩt. Прямое
произведение ×t∈TAt подмножеств At ⊆ Ωt называется прямоуголь-
ником со сторонами At, t ∈ T.

Пустое множество ∅ можно рассматривать как прямоугольник,
некоторые стороны которого являются пустыми множествами.

1.1.4. Пример. Если T = {1, . . . , d}, то прямое произведение
множеств Ω1, . . . ,Ωd совпадает с множеством наборов (ω1, . . . ,ωd),
ωk ∈ Ωk, k = 1, . . . , d, и обозначается ×dt=1Ωt. Оно представляет
собой обобщение евклидова пространства Rd, которое является пря-
мым произведением d копий вещественной прямой R.

1.1.5. Пример. Прямое произведение множеств Ωk, k ∈ N, со-
стоит из последовательностей (ω1, . . . ,ωk, . . . ), ωk ∈ Ωk, k ∈ N, и
обозначается ×∞k=1Ωk.
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Множество называется конечным, если оно состоит из конечно-
го числа точек. Пустое множество считается конечным. Множество
называется бесконечным, если оно не является конечным.

1.1.6. Определение. Множество A называется счетным, ес-
ли существует взаимно однозначное соответствие между A и мно-
жеством N натуральных чисел.

Это определение можно выразить иначе. Множество A назы-
вается счетным, если его точки можно записать в виде последова-
тельности {an}n≥1. При этом понадобятся все натуральные числа.

1.1.7. Теорема. (i) Любое бесконечное множество содержит
счетное подмножество. (ii) Любое подмножество счетного мно-
жества конечно или счетно. (iii) Объединение конечного или счет-
ного числа счетных множеств счетно. (iv) Объединение счетного
числа конечных множеств конечно или счетно. (v) Прямое произ-
ведение конечного числа счетных множеств счетно.

I Доказательство этой теоремы можно найти в учебниках по
теории функций и функциональному анализу. J

О некоторых недостатках стандартного доказательства этой
теоремы пойдет речь в параграфе 1.3.

1.1.8. Определение. Бесконечное множество, не являющее-
ся счетным, называется несчетным множеством. Несчетное множе-
ство A имеет мощность континуума, если существует взаимно од-
нозначное отображение множества A на вещественную прямую R.

Можно доказать, что каждое из множеств Rd, d ∈ N, а также
R∞ = ×∞n=1An с An = R, имеет мощность континуума.

1.1.9. Определение. Множество A ⊆ Rd называется выпук-
лым, если αx+ (1− α)y ∈ A для любых x, y ∈ A,α ∈ (0, 1).

Следующий список содержит все выпуклые множества на веще-
ственной прямой: ∅, {a}, (a, b), (a, b], [a, b), [a, b], (−∞, a), (−∞, a],
(a,∞), [a,∞),R = (−∞,∞), где a, b ∈ R.

Любое бесконечное выпуклое множество является несчетным.

1.2. Классы множеств

Напомним, что классом (семейством) множеств называется
множество, точками которого являются подмножества некоторого
множества. Обозначим 2Ω класс всех подмножеств множества Ω.
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1.2.1. Определение. Класс E ⊆ 2Ω называется π-классом,
если A ∩ B ∈ E для любых A,B ∈ E . Класс A ⊆ 2Ω называется
алгеброй, если множества Ω, Ac, A ∪ B принадлежат A для любых
A,B ∈ A. Класс M ⊆ 2Ω называется монотонным классом, если
∪∞n=1An ∈ M для любых An ∈ M таких, что An ↑, и ∩∞n=1An ∈ M
для любых An ∈ M таких, что An ↓ . Класс F называется сигма-
алгеброй (σ-алгеброй), если он является алгеброй и содержит объ-
единение счетного числа любых своих множеств. Класс D ⊆ 2Ω на-
зывается λ-классом, если Ω ∈ D и A\B ∈ D, ∪∞n=1An ∈ D для любых
A,B,An ∈ D, n ∈ N, таких, что B ⊆ A и An ↑ .

Класс 2Ω является примером π/λ-класса, монотонного клас-
са, алгебры, σ-алгебры. Любая алгебра является π-классом, любая
сигма-алгебра является λ-классом и монотонным классом.

1.2.2. Теорема. Если некоторый класс L ⊆ 2Ω является π-
классом и λ-классом, то он является сигма-алгеброй.

I Класс L, будучи λ-классом, содержит Ω и дополнение Ac

любого A ∈ L. Если A,B ∈ L, то Ac ∩ Bc ∈ L, так как L является
π-классом. Класс L, будучи λ-классом, наряду с множеством Ac∩Bc

содежит его дополнение (Ac ∩ Bc)c = A ∪ B. Тем самым доказано,
что класс L является алгеброй. Пусть An ∈ L, n ∈ N. Класс L,
будучи алгеброй, содержит множества Bn = ∪nk=1Ak, n ∈ N. Класс
L, будучи λ-классом, содержит объединение ∪∞n=1Bn возрастающих
множеств Bn, n ∈ N. Так как ∪∞n=1An = ∪∞n=1Bn, то ∪∞n=1An ∈ L. J

1.2.3. Теорема. Пересечение произвольного числа λ/π-клаcсов,
монотонных классов, алгебр, σ-алгебр является соответственно
λ/π-классом, монотонным классом, алгеброй, σ-алгеброй.

I Утверждение следует непосредственно из определений пере-
численных классов. J

1.2.4. Определение. Пересечение всех сигма-алгебр, содержа-
щих данный класс L ⊆ 2Ω, называется сигма-алгеброй, порожден-
ной классом L, и обозначается σ(L).

Сигма-алгебра, порожденная классом L, также называется ми-
нимальной σ-алгеброй, содержащей класс L. Минимальная сигма-
алгебра существует. Действительно, σ-алгебра 2Ω содержит класс L.
Далее следует применить теорему 1.2.3.

По аналогии с минимальной σ-алгеброй, содержащей класс L,
можно определить и доказать существование минимальной алгеб-
ры, а также минимального π/λ-класса и минимального монотонного
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класса, содержащих данный класс L.
1.2.5. Определение. Сигма-алгебра, порожденная классом

открытых множеств евклидова пространства Rd, называется боре-
левской сигма-алгеброй и обозначается B(Rd). Множества из B(Rd)
называются борелевскими множествами. Условимся, следуя тради-
ции, писать B(R) вместо B(R1).

Напомним, что подмножество евклидова пространства Rd на-
зывается открытым, если его можно представить в виде объедине-
ния некоторого конечного или бесконечного числа открытых шаров
B(a, r) = {x ∈ Rd : ‖x − a‖ < r}. Точка a = (a1, . . . , ad) ∈ Rd назы-
вается центром открытого шара, число r > 0 называется радиусом
открытого шара. Величина ‖x − y‖ =

√
(x1 − y1)2 + · · ·+ (xd − yd)2

называется расстоянием между точками x = (x1, . . . , xd) ∈ Rd и
y = (y1, . . . , yd) ∈ Rd. Заметим, что объединение любого числа от-
крытых множеств является открытым множеством.

Множество F ⊆ Rd называется замкнутым, если его допол-
нение F c является открытым множеством. С помощью правила
де Моргана легко убедиться, что пересечение любого числа замкну-
тых множеств является замкнутым множеством. Заметим, что мно-
жества ∅ и Rd открыты и замкнуты. Легко видеть, что борелевская
сигма-алгебра B(Rd) порождается классом замкнутых множеств.

Наряду с множеством R всех вещественных чисел нам придется
иметь дело с множеством R = [−∞,∞]. Множества R и R называют
вещественной прямой и расширенной вещественной прямой. Мно-
жество A ⊆ R называется открытым, если его можно представить
в виде объединения конечного или бесконечного числа множеств ви-
да (a, b), [−∞, a), (a,∞], a, b ∈ R, a < b.Множество F ⊆ R называется
замкнутым, если его дополнение F c = R \ F является открытым
множеством. Заметим, что объединение любого числа открытых в
R множеств является открытым в R множеством. С помощью пра-
вила де Моргана можно убедиться, что пересечение любого числа
замкнутых в R множеств является замкнутым в R множеством.

Обозначим Q1 класс множеств вида (a, b), [−∞, a), (a,∞], где
a, b ∈ Q, a < b. Нетрудно видеть, что класс Q1 является счетным.
Заметим, что любое открытое множество O ⊆ R можно предста-
вить в виде объединения конечного или счетного числа множеств
из класса Q1. Из правила де Моргана следует, что любое замкнутое
множество F ⊆ R можно представить в виде пересечения конечного
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или счетного числа дополнений Ac множеств A ∈ Q1.

Множество R
d точек (a1, . . . , ad) с координатами a1, . . . , ad ∈ R

называется расширенным евклидовым пространством. Множество
A ⊆ R

d называется открытым, если его можно представить в ви-
де объединения конечного или бесконечного числа прямоугольников
×dk=1Ok с открытыми сторонами O1, . . . , Od ⊆ R. Множество F ⊆ R

d

называется замкнутым, если его дополнение F c = R
d \ F является

открытым множеством. Здесь имеет место полная аналогия с рас-
смотренным выше одномерным случаем. В частности, объединение
любого числа открытых в R

d множеств является открытым в R
d

множеством. Пересечение любого числа замкнутых в R
d множеств

является замкнутым в R
d множеством.

Обозначим Qd класс прямоугольников ×dk=1Ok со сторонами из
Q1. Легко видеть, что класс Qd является счетным. Любое открытое
в R

d множество можно представить в виде объединения конечного
или счетного числа множеств из Qd. Любое замкнутое в R

d множе-
ство можно представить в виде пересечения конечного или счетного
числа множеств Ac, где A ∈ Qd.

Сигма-алгебра B(R
d
), порожденная классом всех открытых в

R
d множеств, называется борелевской σ-алгеброй расширенного ев-

клидова пространства R
d
. Множества из B(R

d
) называются борелев-

скими множествами. Условимся писать B(R) вместо B(R
1
). С помо-

щью правил де Моргана легко убедиться, что сигма-алгебра B(R
d
)

порождается классом всех замкнутых в R
d множеств.

Класс L подмножеств расширенного евклидова пространства
R
d (евклидова пространства Rd) называется покрытием множества
K, лежащего в R

d (соответственно в Rd), еслиK ⊆ ∪A∈LA.Покрытие
L множестваK называется открытым покрытием, если множества,
входящие в L, являются открытыми в R

d (соответственно в Rd).
Множество K ⊆ R

d (соответственно K ⊆ Rd) называется ком-
пактным, если любое его открытое покрытие L содержит конечное
подпокрытие. Другими словами, если существует конечное число
множеств Ak ∈ L, k = 1, . . . , n, объединение которых содержит K.
Можно доказать, что множество K ⊂ Rd является компактным то-
гда и только тогда, когда оно ограничено и замкнуто. Напомним,
что множество K ⊂ Rd называется ограниченным, если оно содер-
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жится в некотором шаре конечного радиуса. Понятие компактности
можно выразить несколькими способами. Следующая теорема, как
нетрудно убедиться, равносильна утверждению, что расширенное
евклидово пространство R

d является компактным множеством.
1.2.6. Теорема. Пересечение ∩t∈TFt любого числа замкнутых

множеств Ft ⊆ R
d
, t ∈ T, содержит по крайней мере одну точку,

если ∩nk=1Ftk 6= ∅ для любых n ∈ N и t1, . . . , tn ∈ T.
I Предположим, что ∩t∈TFt = ∅. По правилу де Моргана вы-

полняется равенство R
d

= ∪t∈TF ct . Найдется конечное число мно-
жеств F ct1 , . . . , F

c
tn со свойством ∪nk=1F

c
tk

= R
d
. В этом можно убе-

диться, повторив, почти дословно, доказательство классической тео-
ремы Бореля-Лебега о покрытии сегмента. По правилу де Моргана
выполняется невозможное равенство ∩nk=1Ftk = ∅. J

Следующая теорема помогает упростить доказательства мно-
гих трудных утверждений. Утверждения (i) и (ii) называются тео-
ремой Серпинского и теоремой о монотонном классе.

1.2.7. Теорема. (i) Если π-класс E ⊆ 2Ω содержится в λ-классе
D ⊆ 2Ω, то σ(E) ⊆ D. (ii) Если алгебра A ⊆ 2Ω содержится в
монотонном классеM⊆ 2Ω, то σ(A) ⊆M.

I (i). Обозначим λ(E) минимальный λ-класс, содержащий дан-
ный π-класс E . Возьмем произвольное множество A ∈ E и обозначим
L(A) класс множеств B ∈ λ(E) таких, что A ∩B ∈ λ(E).

Убедимся, что L(A) является λ-классом. Он содержит Ω, так
как A ∩ Ω = A ∈ E ⊆ λ(E). Если B,C ∈ L(A) и B ⊆ C, то разность
C\B принадлежит L(A), так как A∩B,A∩C ∈ λ(E) и A∩B ⊆ A∩C,
и, следовательно, A∩ (C \B) = (A∩C) \ (A∩B) ∈ λ(E). Далее, если
Bn ∈ L(A), n ∈ N, Bn ↑, то ∪∞n=1Bn ∈ L(A), так как A ∩ Bn ∈ λ(E) и
A ∩Bn ↑, и, следовательно, A ∩ (∪∞n=1Bn) = ∪∞n=1(A ∩Bn) ∈ λ(E).

Класс L(A) содержит π-класс E . Действительно, если B ∈ E , то
A∩B ∈ E ⊆ λ(E). Класс L(A) является λ-классом. Он удовлетворяет
условиям E ⊆ L(A) ⊆ λ(E), и, следовательно, λ(E) = L(A).

Возьмем произвольное множество B ∈ λ(E) и обозначимM(B)
класс множеств D ∈ λ(E) таких, что B ∩ D ∈ λ(E). Класс M(B)
является λ-классом и содержит π-класс E . Отсюда следует равен-
ство M(B) = λ(E). Тем самым доказано, что класс λ(E) является
π-классом. По теореме 1.2.2 класс λ(E) является σ-алгеброй. Оста-
лось заметить, что λ(E) ⊆ λ(D) ⊆ D, так как E ⊆ D.

(ii). Обозначим m(A) минимальный монотонный класс, содер-
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жащий алгебру A. Фиксируем множество A ∈ A и обозначим L(A)
класс множеств B ∈ m(A) таких, что B \ A ∈ m(A). Нетрудно убе-
диться, что L(A) является монотонным классом. Класс L(A) содер-
жит алгебру A, так как B \ A ∈ A ⊆ m(A) для любого B ∈ A.
Поэтому m(A) ⊆ L(A) ⊆ M. Возьмем произвольное множество
B ∈ m(A) и обозначим M(B) класс множеств D ∈ m(A) таких,
что D \ B ∈ m(A). Нетрудно убедиться, что M(B) является мо-
нотонным классом и содержит алгебру A. Поэтому m(A) ⊆ M(B).
Это означает, чтоm(A) является λ-классом. Он содержит π-классA.
В силу утверждения (i) сигма-алгебра σ(A) содержится в λ-классе
m(A). Заметим, что A ⊆ m(A) ⊆M. J

1.2.8. Теорема. Пусть даны множество B ∈ 2Ω и класс
L ⊆ 2Ω. Если L является алгеброй, сигма-алгеброй, π/λ-классом,
монотонным классом, то класс B ∩ L = {B ∩ A : A ∈ L} ⊆ 2B

является соответственно алгеброй, сигма-алгеброй, π/λ-классом,
монотонным классом.

I Предположим, например, что L является σ-алгеброй. Требу-
ется доказать, что класс B ∩L подмножеств множества B является
σ-алгеброй. Он содержит B, так как B = B∩Ω и Ω ∈ L. Если A ∈ L,
то B \ (B∩A) = B∩Ac ∈ B∩L, так как Ac ∈ L. Если An ∈ L, n ∈ N,
то ∪∞n=1(B ∩An) = B ∩ (∪∞n=1An) ∈ B ∩ L, так как ∪∞n=1An ∈ L. J

1.2.9. Определение. Пусть даны множества Ω и Ω′, лю-
бой класс L′ ⊆ 2Ω′ и любое отображение f : Ω → Ω′. Множество
{ω ∈ Ω: f(ω) ∈ A′} называется прообразом множества A′ ⊆ Ω′ и
обозначается f−1(A′). Класс f−1(L′) = {f−1(A′) : A′ ∈ L′} называет-
ся прообразом класса L′.

Вместо f−1(A′) часто пишут {f ∈ A′}. Чтобы подчеркнуть
связь с отображением, множество f−1(A′) также называется про-
образом множества A′ относительно отображения f. Класс f−1(L′)
называется прообразом класса L′ относительно отображения f.

1.2.10. Теорема. Пусть даны отображение f множества Ω
в множество Ω′ и некоторый класс L′ ⊆ 2Ω′ . Если L′ является
алгеброй, π/λ-классом, монотонным классом, σ-алгеброй, то класс
f−1(L′) ⊆ 2Ω является соответственно алгеброй, π/λ-классом, мо-
нотонным классом, σ-алгеброй.

I Все утверждения следуют из следующих свойств прообразов:

f−1(Ω′) = Ω, f−1(∅) = ∅, f−1(A′ ∩B′) = f−1(A′) ∩ f−1(B′),

Ω \ f−1(A′) = f−1(Ω′ \A′), f−1(∪∞n=1A
′
n) = ∪∞n=1f

−1(A′n)
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для любых множеств A′, B′, A′n ⊆ Ω′, n ∈ N, с сохранением свойства
монотонности: если A′n ↑ (A′n ↓), то f−1(A′n) ↑ (f−1(A′n) ↓). J

1.2.11. Теорема. Пусть даны отображение f : Ω → Ω′ мно-
жества Ω в множество Ω′ и некоторый класс L ⊆ 2Ω. Если класс L
является алгеброй, σ-алгеброй, π/λ-клаcсом, монотонным классом,
то класс {A′ ⊆ Ω′ : f−1(A′) ∈ L} ⊆ 2Ω′ является соответственно
алгеброй, σ-алгеброй, π/λ-клаcсом, монотонным классом.

I Теорема следует из знакомых свойств прообразов относи-
тельно отображения f, перечисленных в предыдущей теореме. J

1.2.12. Теорема. Пусть даны отображение f : Ω → Ω′ мно-
жества Ω в множество Ω′ и любой класс L′ ⊆ 2Ω′ . Тогда справед-
ливо следующее равенство f−1(σ(L′)) = σ(f−1(L′)).

I По теореме 1.2.10 класс f−1(σ(L′)) является σ-алгеброй. Так
как L′ ⊆ σ(L′), то f−1(L′) ⊆ f−1(σ(L′)) и σ(f−1(L′)) ⊆ f−1(σ(L′)).
Осталось доказать, что f−1(σ(L′)) ⊆ σ(f−1(L′)). По теореме 1.2.11
класс M = {A′ ∈ σ(L′) : f−1(A′) ∈ σ(f−1(L′))} является сигма-
алгеброй. Так как L′ ⊆M ⊆ σ(L′), тоM = σ(L′). Другими словами,
прообраз f−1(A′) любого множества A′ ∈ σ(L′) принадлежит сигма-
алгебре σ(f−1(L′)). Это означает, что f−1(σ(L′)) ⊆ σ(f−1(L′)). J

1.2.13. Следствие. Для любого класса L ⊆ 2Ω и для любого
множества A ⊆ Ω выполняется равенство σ(A ∩ L) = A ∩ σ(L).

I По теореме 1.2.12, применительно к отображению f : A→ Ω,
f(ω) = ω, выполняется равенство σ(f−1(L)) = f−1(σ(L)). Осталось
заметить, что f−1(L) = A ∩ L и f−1(σ(L)) = A ∩ σ(L). Последние
два равенства являются следствием того, что f−1(B) = A ∩ B для
любого подмножества B множества Ω. J

1.2.14. Определение. Пара (Ω,F), состоящая из некоторого
множества Ω и некоторой сигма-алгебры F ⊆ 2Ω, называется изме-
римым пространством. Множества из F называются измеримыми
множествами. Пусть даны измеримые пространства (Ωt,Ft), t ∈ T.
Прямоугольник ×t∈TAt называется измеримым, если At ∈ Ft для
всех t ∈ T. Сигма-алгебра, порожденная классом измеримых прямо-
угольников ×t∈TAt со сторонами At = Ωt для всех t ∈ T за исклю-
чением конечного числа t ∈ T, называется прямым произведением
σ-алгебр Ft, t ∈ T, и обозначается ⊗t∈TFt. Измеримое простран-
ство (×t∈TΩt,⊗t∈TFt) называется прямым произведением измери-
мых пространств (Ωt,Ft), t ∈ T.

Если T = {1, . . . , d} или T = {tk}k≥1, то прямое произведение
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измеримых пространств (Ωt,Ft), t ∈ T, соответственно обозначают
(×dk=1Ωk,⊗dk=1Fk) и (×∞k=1Ωtk ,⊗∞k=1Ftk).

1.2.15. Определение. Пусть (×t∈TΩt,⊗t∈TFt) является пря-
мым произведением измеримых пространств (Ωt,Ft), t ∈ T. Для
любых U ⊂ T и A ⊆ ⊗t∈UFt множество CU (A) функций из ×t∈TΩt,
сужения которых на U принадлежат A, называется цилиндрическим
множеством с основанием A. Если U – конечное множество, то
CU (A) называется цилиндрическим множеством с конечномерным
основанием. Если U – счетное множество, то CU (A) называется ци-
линдрическим множеством со счетно-конечным основанием.

В соответствии с определением цилиндрическое множество с
конечным множеством U = {t1, . . . , tn} можно записать в следую-
щем виде CU (A) = {ω ∈ ×t∈TΩt : (ωt1 , . . . ,ωtn) ∈ A}.

Прямое произведение ×t∈TΩt является цилиндрическим мно-
жеством. Из равенства (CU (A))c = CU (Ac) следует, что дополнение
цилиндрического множества суть цилиндрическое множество.

1.2.16. Теорема. Пусть (×t∈TΩt,⊗t∈TFt) – прямое произве-
дение бесконечного числа измеримых пространств (Ωt,Ft), t ∈ T.
Класс A цилиндрических множеств с конечномерными основания-
ми является алгеброй и σ(A) = ⊗t∈TFt.

IНам уже известно, что классA содержит множество×t∈TΩt и
наряду с любым своим множеством содержит его дополнение. Чтобы
доказать, что класс A является алгеброй, достаточно убедиться, что
он содержит объединение любых двух своих представителей CU (A)
и CV (B), где U = {t1, . . . , tn}, V = {t′1, . . . , t′m}, A ∈ ⊗nk=1Ftk и
B ∈ ⊗mk=1Ft′k . Обозначим отображения

π1 : ×t∈U∪V Ωt → ×t∈UΩt, π2 : ×t∈U∪V Ωt → ×t∈V Ωt,

переводящие функцию ωt, t ∈ U ∪V, в ее сужения на множества U и
V соответственно. Если π−1

1 (A), π−1
2 (B) ∈ ⊗t∈U∪V Ft и выполняются

равенства CU∪V (π−1
1 (A)) = CU (A) и CU∪V (π−1

2 (B)) = CV (B), то

CU (A) ∪ CV (B) = CU∪V (π−1
1 (A)) ∪ CU∪V (π−1

2 (B)) =

= CU∪V (π−1
1 (A) ∪ π−1

2 (B)) ∈ A.

Докажем соотношения, которыми мы воспользовались. Обозна-
чим L класс множеств A ∈ ⊗t∈UFt, для которых π−1

1 (A) ∈ ⊗t∈U∪V Ft
и CU∪V (π−1

1 (A)) = CU (A). Класс L содержит произвольный измери-
мый прямоугольник D = ×nk=1Dtk , так как π−1

1 (D) = ×t∈U∪V Ct, где
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Ct = Dtk для всех t = tk ∈ U и Ct = Ωk для всех t = tk /∈ U. Мно-
жества CU∪V (×t∈U∪V Ct) и CU (×mk=1Dtk) совпадают по определению
цилиндрического множества. Нетрудно убедиться, что класс L явля-
ется σ-алгеброй. Алгебра A содержится в ⊗t∈TFt и содержит любой
прямоугольник ×t∈TAt со сторонами At ∈ Ft, At = Ωt для всех t ∈ T
за исключением конечного числа. Поэтому σ(A) = ⊗t∈TFt. J

1.2.17. Теорема. Пусть (×t∈TΩt,⊗t∈TFt) – прямое произведе-
ние несчетного числа измеримых пространств (Ωt,Ft), t ∈ T. Мно-
жество B ⊆ ×t∈TΩt принадлежит сигма-алгебре ⊗t∈TFt тогда и
только тогда, когда оно является цилиндрическим множеством
B = CU (A) с конечномерным или счетно-конечным основанием A.

I Обозначим L класс цилиндрических множеств с конечномер-
ными или счетно конечными основаниями. Убедимся, что класс L
является сигма-алгеброй. Заметим, что прямое произведение×t∈TΩt

принадлежит классу L. Из знакомого равенства (CU (A))c = CU (Ac)
следует, что класс L содержит дополнение Bc любого множества
B ∈ L. Докажем, что класс L содержит объединение любого счет-
ного числа своих множеств. Пусть CUn(An) ∈ L, n ∈ N. Для каждого
n ∈ N множество Un конечно или счетно. Поэтому их объединение
U = ∪∞n=1Un является конечным или счетным множеством. Обозна-
чим πn : ×t∈U Ωt → ×t∈UnΩt отображение, переводящее функцию
ωt, t ∈ U, в ее сужение ωt, t ∈ Un. С помощью знакомых рассуж-
дений (см. доказательство теоремы 1.2.16) можно убедиться, что
π

(−1)
n (An) ∈ ⊗t∈UFt и CU (π

(−1)
n (An)) = CUn(An) и, следовательно,

∪∞n=1CUn(An) = ∪∞n=1CU (π(−1)
n (An)) = CU (∪∞n=1π

(−1)
n (An)) ∈ L.

Тем самым доказано, что класс L является сигма-алгеброй.
Все цилиндрические множества с конечномерными основани-

ями принадлежат классу L. Поэтому ⊗t∈TFt ⊆ L. Осталось дока-
зать, что произвольное множество B = CU (A) ∈ L принадлежит
сигма-алгебре ⊗t∈TFt. Если множество U конечно, то утверждение
очевидным образом справедливо. Далее предполагается, что мно-
жество U счетно. Обозначим LU класс множеств A ∈ ⊗t∈UFt таких,
что CU (A) ∈ ⊗t∈TFt. Класс LU является сигма-алгеброй. В этом
можно убедиться с помощью знакомых рассуждений. Действитель-
но, ×t∈TΩt ∈ LU , так как CU (×t∈UΩt) = ×t∈TΩt ∈ ⊗t∈TFt. Если
A ∈ LU , то Ac ∈ LU , так как CU (Ac) = (CU (A))c ∈ ⊗t∈TFt. Если
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An ∈ LU , n ∈ N, то ∪∞n=1An ∈ LU , так как

CU (∪∞n=1An) = ∪∞n=1CU (An) ∈ ⊗t∈TFt.

Класс LU содержит все измеримые прямоугольники ×t∈UCt со сто-
ронами Ct ∈ Ft. Чтобы убедиться в этом, запишем U в виде
последовательности {tm}m≥1. Для любого натурального числа m
прямоугольник Dm = ×mk=1Ck × ×t∈T\{1,...,tm}Ωt принадлежит LU ,
так как CU (Dm) ∈ ⊗t∈TFt. Заметим, что CU (Dm) является ци-
линдрическим множеством с конечномерным основанием. Так как
×t∈UCt = ∩∞m=1Dm, то ×t∈UCt ∈ LU . Класс LU является сигма-
алгеброй и содержит все упомянутые прямоугольники ×t∈UCt. По-
этому ⊗t∈UFt ⊆ LU . Это означает, что любое множество B = CU (A)
с основанием A ∈ ⊗t∈UFt принадлежит сигма-алгебре ⊗t∈TFt. J

1.2.18. Пример. Существуют множества, не принадлежащие
прямому произведению σ-алгебр. Положим T = [0, 1],Ωt = [0, 2] и
Ft = B([0, 2]), где B([0, 2]) обозначает σ-алгебру борелевских под-
множеств сегмента [0, 2]. Убедимся, что «естественное» множество
B = {ω ∈ ⊗t∈TΩt : supt∈T ωt = 1} не принадлежит σ-алгебре
⊗t∈TFt. Предположим противное, что B ∈ ⊗t∈TFt. По теореме
1.2.17 найдутся последовательность U = {tn}n≥1 чисел tn ∈ [0, 1]
и множество A ∈ ⊗∞n=1Ftn такие, что B = CU (A). Пусть функ-
ция ωt, t ∈ T, принадлежит B. Функция ω′t, t ∈ T, со значениями
ω′tn = ωtn , n ∈ N, и ω′t = 2 для всех t ∈ T \ U принадлежит B. Это
ведет к противоречию, так как supt∈T ω

′
t = 2.

1.3. Аксиома выбора

Во многих разделах математики можно встретить утвержде-
ния, доказательства которых сводятся к выбору некоторого чис-
ла определенных объектов из общего числа исследуемых объектов.
Сам процесс выбора объектов может показаться неубедительным
и противоречить привычной логике рассуждений. Чтобы преодо-
леть противоречия, возникающие в подобных ситуациях, Цермело
(Ernst Fridrich Ferdinand Zermelo) предложил специальный принцип
выбора, в последствии получивший название аксиомы выбора. Ока-
залось, что многие известные утверждения из теории множеств и
математического анализа теряют свою силу без предположения о
справедливости аксиомы выбора. С другой стороны, принятие ак-
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сиомы выбора может привести к неожиданным выводам. Примером
необычного следствия аксиомы выбора может служить известный
парадокс Банаха-Тарского. Назовем два множества A,B ⊆ R3 рав-
носоставленными, если их можно представить в виде объединений
A = ∪nk=1Ak и B = ∪nk=1Bk попарно конгруэнтных множеств Ak и
Bk. Парадокс состоит в том, что шар в трехмерном пространстве
можно разделить на пять частей, из которых можно составить два
шара, равносоставленных с данным шаром. Доказательство этого
утверждения основано на использовании аксиомы выбора. По этой
причине некоторые математики рассматривали парадокс Банаха-
Тарского в качестве доказательства несостоятельности аксиомы вы-
бора. В настоящее время аксиома выбора признается большинством
математиков по следующим причинам. Имеется большое число част-
ных случаев, когда аксиома может быть доказана. Из огромного чис-
ла следствий аксиомы выбора ни одно не привело к противоречию.
Аксиома выбора оказалась необходимым математическим инстру-
ментом при доказательстве большого числа глубоких утверждений.

1.3.1. Аксиома выбора. Для любого непустого класса L по-
парно непересекающихся непустых множеств существует мно-
жество M, пересечение M ∩ A которого с каждым множеством
A ∈ L содержит ровно одну точку.

Смысл аксиомы выбора состоит в том, что для любого непусто-
го класса L попарно непересекающихся множеств существует пра-
вило f, которое каждому множеству A ∈ L ставит в соответствие
определенную точку f(A) ∈ A. Правило f часто называют функ-
цией выбора. Аксиома выбора справедлива, если класс L содержит
одно непустое множество A, так как в этом случае она сводится к
определению непустого множества.

Необходимость в аксиоме выбора возникает, например, при до-
казательстве эквивалентности определений непрерывности в точ-
ке функции вещественного переменного в смысле Коши и в смыс-
ле Гейне. Напротив, стандартное доказательство эквивалентности
определений непрерывности на интервале функции вещественного
переменного в смысле Коши и в смысле Гейне является логически
безупречным и не нуждается в аксиоме выбора. В качестве приме-
ра ниже приведено доказательство теоремы 1.1.7 с использованием
аксиомы выбора. В теореме, в частности, идет речь об объединении
множеств. Ранее объединение множеств было определено для мно-
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жеств, которые являются подмножествами некоторого данного мно-
жества. Это определение объединения ∪t∈TAt сохраняет свой смысл
для любого числа произвольных множеств At, t ∈ T, как множе-
ство точек, принадлежащих по крайней мере одному из множеств
At, t ∈ T. Именно оно используется в доказательстве теоремы 1.1.7.

Доказательство теоремы 1.1.7. Предполагается, что спра-
ведлива следующая ослабленная аксиома выбора. Для любой после-
довательности {An}n≥1 попарно непересекающихся непустых мно-
жеств существует последовательность M = {an}n≥1 точек an ∈ An
такая, что M ∩An = {an} для всех n ∈ N.

(i). Любое бесконечное множество A содержит счетное под-
множество. Обозначим An класс всех подмножеств множества A,
каждое из которых содержит ровно 2n точек. Классы An, n ∈ N, по-
парно не пересекаются, так как различные классы состоят из мно-
жеств различной мощности (множества из различных классов со-
стоят из различного числа точек). По ослабленной аксиоме выбора
существует последовательность {An}n≥1, состоящая из представи-
телей An ∈ An. Обозначим A′1 = A1, A

′
n+1 = An+1 \ ∪nk=1Ak. Мно-

жества A′n, n ∈ N, попарно не пересекаются. Каждое из них содер-
жит по крайней мере одну точку, так как An содержит 2n точек и
2n − 2n−1 − · · · − 20 = 1. К последовательности {A′n}n≥1 можно при-
менить ослабленную аксиому выбора, согласно которой существует
последовательность {an}n≥1 ⊆ A различных точек an ∈ A′n.

(ii). Любое подмножество B счетного множества A конечно
или счетно. Если B является конечным множеством, то утвержде-
ние доказано. Требуется доказать, что множество B счетно, если
оно бесконечно. Множество A можно записать в виде последователь-
ности A = {ak}k≥1. Определим последовательность {mn}n≥1 нату-
ральных чисел по следуюшему правилу: m1 = inf{k ∈ N : ak ∈ B} и
mn+1 = inf{k ∈ N \ {m1, . . . ,mn} : ak ∈ B}. Это правило корректно,
так как любое множество натуральных чисел содержит свое наи-
меньшее число. Заметим, что amn ∈ B. Так как множество B содер-
жит бесконечное число точек, то limn→∞mn =∞. Кроме того, спра-
ведливы неравенства n ≤ mn и mn < mn+1. Убедимся, что последо-
вательность {an}n≥1 содержит множество B. Предположим против-
ное, что некоторая точка a ∈ B не принадлежит последовательности
{amn}n≥1. Точка a имеет свой номер a = ar в последовательности
A = {ak}n≥1. Найдется n(r) ∈ N такое, что mn(r) ≤ r < mn(r)+1. Так
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как a = ar /∈ {amn}n≥1, то mn(r) < r < mn(r)+1. Это противоречит
правилу построения чисел mn, n ∈ N, согласно которому должно
быть r = mn(r)+1. Тем самым доказано равенство B = {amn}n≥1.
Из приведенных рассуждений следует, что отображение f : N → B,
f(n) = amn , является взаимно однозначным, и, следовательно, B
является счетным множеством.

(iii). Объединение A = ∪nn=1An счетного числа счетных мно-
жеств счетно. Предположим, что множества An, n ∈ N, попарно
не пересекаются. Обозначим An множество всех взаимно однознач-
ных отображений f : N → An. Множества An, n ∈ N, попарно не
пересекаются, так как отображения из разных множеств An отобра-
жают натуральный ряд в разные множества. Каждое из множеств
An содержит по крайней мере одно отображение, так как множе-
ство An счетно. По ослабленной аксиоме выбора найдется последо-
вательность {fn}n≥1 представителей fn ∈ An. Определим функцию
φ : N × N → A, положив φ(n,m) = fn(m). Функция φ взаимно од-
нозначно отображает прямое произведение N × N на множество A.
Возьмем взаимно однозначное отображение ψ : N → N × N. Супер-
позиция φ ◦ ψ = φ(ψ) : N → A взаимно однозначно отображает
натуральный ряд N на множество A.

Некоторые из множеств An, n ∈ N, могут иметь общие точ-
ки. Поэтому вместо An можно взять A′n = {n} × An. Множества
A′n, n ∈ N, попарно не пересекаются. По доказанному выше объ-
единение ∪∞n=1{n} × An является счетным множеством. Для любой
точки a ∈ A найдется наименьшее n = na ∈ N такое, что a ∈ An.
Поставим точке a в соответствие точку (n, a) ∈ {n}×An. Различным
точкам a, b ∈ A соответствуют различные точки (na, a) и (nb, b). Это
означает, что между множеством A и его образом A′ имеется взаим-
но однозначное соответствие. Множество A′ является бесконечным.
По утверждению (ii) оно счетно, и, следовательно, A является счет-
ным множеством.

(iv). Объединение A = ∪∞n=1An счетного числа конечных мно-
жеств конечно или счетно. Множество A может быть конечным
или бесконечным. Требуется доказать, что множество A счетно, если
оно бесконечно. Каждое множество An = {a1, . . . , amn} можно вло-
жить в счетное множество A′n = {a1, . . . , amn ,mn + 1,mn + 2, . . . }.
Множество A является подмножеством объединения A′ = ∪∞n=1A

′
n

счетного числа счетных множеств. По доказанному в (iii) множе-
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ство A′ счетно. По утверждению (ii) множество A счетно.
(v). Прямое произведение ×dk=1Ak конечного числа счетных

множеств счетно. В соответствии с определением счетного множе-
ства для каждого k = 1, . . . , d найдется взаимно однозначное соот-
вествие fk : N→ Ak. Обозначим Nd прямое произведение d копий на-
турального ряда. Отображение f = (f1, . . . , fd) : Nd → ×dk=1Ak явля-
ется взаимно однозначным. Поэтому прямое произведение ×dk=1Ak
счетно, если множество Nd счетно. В том, что множество Nd счетно,
можно убедиться по индукции. J

1.4. Функции множеств

В этом параграфе собраны необходимые сведения о веществен-
ных функциях, определенных на произвольной алгебре A ⊆ 2Ω. На-
помним, что 2Ω обозначает класс всех подмножеств множества Ω.

1.4.1. Определение. Функция µ : A → R называется зарядом,
если она принимает только одно из значений ±∞, µ{∅} = 0, счетно
аддитивна: µ{∪∞n=1An} =

∑∞
n=1 µ{An} для любых попарно непере-

секающихся множеств An ∈ A, n ∈ N, таких, что ∪∞n=1An ∈ A. Заряд
µ называется конечным, если |µ{A}| < ∞ для любого A ∈ A. За-
ряд µ называется счетно конечным, если существуют множества
An ∈ A, n ∈ N, такие, что Ω = ∪∞n=1An и |µ{An}| < ∞ для всех
n ∈ N. Неотрицательный заряд называется мерой.

Любой заряд µ обладает свойством конечной аддитивности:
для любых попарно непересекающихся множеств A1, . . . , An ∈ A
выполняется равенство µ{∪nk=1Ak} =

∑n
k=1 µ{Ak}.

1.4.2. Теорема. Пусть заряд µ : A → R определен на некото-
рой алгебре A ⊆ 2Ω. Если A ∈ A и |µ{A}| <∞, то |µ{B}| <∞ для
любого B ∈ A, B ⊂ A.

I Слагаемые справа в равенстве µ{A} = µ{B} + µ{A \ B} не
могут принимать бесконечные значения. Если по крайней мере одно
из слагаемых равно бесконечности, то |µ{A}| =∞. J

1.4.3. Теорема. Любой заряд µ : A → R обладает свойствами:
(i) если A 3 An ↑, A = ∪∞n=1An ∈ A, то µ{A} = limn→∞ µ{An},
(ii) если A 3 An ↓, A = ∩∞n=1An ∈ A, |µ{Am}| < ∞ для некоторого
m ∈ N, то µ{A} = limn→∞ µ{An}.

I Свойство (i) называется свойством непрерывности снизу за-
ряда µ. С целью доказать (i) заметим, что множества B1 = A1,
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Bn = An \ An−1, n ∈ N, n ≥ 2, принадлежат A, попарно не пересе-
каются и справедливы равенства ∪∞n=1Bn = ∪∞n=1An и ∪nk=1Bk = An.
Из свойства счетной аддитивности заряда следует, что

µ{∪∞n=1An} = µ{∪∞n=1Bn} =
∞∑
n=1

µ{Bn} =

= lim
n→∞

n∑
k=1

µ{Bk} = lim
n→∞

µ{∪nk=1Bk} = lim
n→∞

µ{An}.

Свойство (ii) называется свойством непрерывности сверху за-
ряда µ. Оно следует из утверждения (i). Достаточно применить (i)
к возрастающей последовательности {Am \An}n≥m+1. J

Свойство (ii) выполняется, в частности, для любой убывающей
последовательности {An}n≥1 множеств An ∈ A с пустым пересече-
нием ∩∞n=1An = ∅. В этом случае оно называется свойством непре-
рывности сверху заряда µ на пустом множестве.

1.4.4. Теорема. Конечно аддитивная функция µ : A → R,
определенная на некоторой алгебре A ⊆ 2Ω, является зарядом то-
гда и только тогда, когда она непрерывна сверху на пустом мно-
жестве.

I Заметим, что функция µ не принимает бесконечных значе-
ний. В силу предыдущей теоремы требуется доказать только доста-
точность условия. Так как µ{∅} = µ{∅} + µ{∅} и |µ{∅}| < ∞,
то µ{∅} = 0. Пусть An ∈ A, An ∩ Am = ∅, n 6= m. Обозначим
A = ∪∞n=1An ∈ A. Из соотношений Bn = A \ ∪nk=1Ak ∈ A, Bn ↓,
∩∞n=1Bn = ∅, свойства конечной аддитивности и непрерывности
сверху функции µ на пустом множестве следует, что

0 = lim
n→∞

µ{Bn} = lim
n→∞

(
µ{A}−

n∑
k=1

µ{Ak}
)

= µ{A}−
∞∑
k=1

µ{Ak}. J

1.4.5. Теорема. Любая мера µ : A → R+, определенная на неко-
торой алгебре A ⊆ 2Ω, обладает следующими свойствами:
(i) если A,B ∈ A и A ⊂ B, то µ{A} ≤ µ{B};
(ii) если A,B ∈ A, то µ{A ∪B} ≤ µ{A}+ µ{B};
(iii) если An ∈ A, A = ∪∞n=1An ∈ A, то µ{A} ≤

∑∞
n=1 µ{An}.

I Свойства (i) и (ii) называются свойством монотонности и
свойством полуаддитивности меры. Они являются следствиями ра-
венства µ{B} = µ{A} + µ{B \ A}. Свойство (iii) называется свой-
ством счетной полуаддитивности меры. Заметим, что множества
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B1 = A1, Bn = An \ ∪n−1
k=1Ak, n ≥ 2, принадлежат A. Они попарно не

пересекаются, Bn ⊂ An для всех n ∈ N и ∪∞n=1Bn = ∪∞n=1An. Отсюда
и из (i) следует, что µ{∪∞n=1An} =

∑∞
n=1 µ{Bn} ≤

∑∞
n=1 µ{An}. J

1.4.6. Теорема. Пусть заряд µ : F → R определен на некото-
рой сигма-алгебре F ⊆ 2Ω. Предположим, что F порождена неко-
торым π-классом C и существуют попарно непересекающиеся мно-
жества En ∈ C, n ∈ N, такие, что Ω = ∪∞n=1En и |µ{En}| <∞ для
всех n ∈ N. Тогда заряд µ однозначно определяется своими значе-
ниями на множествах из C.

I Требуется доказать равенство µ = ν, если ν – другой заряд,
определенный на F , такой, что ν{A} = µ{A} для всех A ∈ C. Доста-
точно доказать равенство µ{A∩En} = ν{A∩En} для любых A ∈ F
и n ∈ N, так как µ{A} =

∑∞
n=1 µ{A∩En} и ν{A} =

∑∞
n=1 ν{A∩En}.

С помощью теоремы 1.2.8 совсем просто можно убедиться, что
классы Fn = {A ∩ En : A ∈ F} и Cn = {A ∩ En : A ∈ C} явля-
ются σ-алгеброй и π-классом соответственно. По следствию 1.2.13
выполняется равенство Fn = σ(Cn). Заряды µ,ν : Fn → R принима-
ют конечные значения и по предположению совпадают на π-классе
Cn. Нетрудно видеть, что класс Ln = {A ∈ Fn : µ{A} = ν{A}} яв-
ляется λ-классом. Он содержит π-класс Cn. По теореме 1.2.7 вы-
полняется равенство Fn = σ(Cn). Тем самым требуемое равенство
µ{A ∩ En} = ν{A ∩ En} для любого A ∈ F доказано. J

Каждый заряд можно представить в виде разности двух мер,
одна из которых конечна. Доказательство этого утверждения осно-
вано на понятии положительного (отрицательного) множества.

1.4.7. Определение. Пусть заряд µ : F → R определен на
некоторой σ-алгебре F ⊆ 2Ω. Множество A ∈ F называется поло-
жительным (отрицательным) относительно µ, если µ{A ∩ E} ≥ 0
(µ{A ∩ E} ≤ 0) для любого E ∈ F .

Ради сокращения речи, упоминание о заряде будет опускаться.
Заметим, что пустое множество является положительным и отрица-
тельным. Пересечение и разность двух положительных множеств,
а также объединение любого конечного или счетного числа попар-
но непересекающихся положительных множеств являются положи-
тельными множествами. Отсюда следует, что объединение любого
конечного или счетного числа положительных множеств является
положительным множеством.

1.4.8. Теорема. Пусть заряд µ : F → R определен на неко-
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торой сигма-алгебре F ⊆ 2Ω. Тогда существует положительное
множество A ∈ F относительно µ такое, что его дополнение Ac

является отрицательным множеством относительно µ.
I Заряд µ не может принимать одно из значений ±∞. Пред-

положим, например, что заряд µ не может принимать значение ∞.
Это предположение не ограничивает общности рассуждений. Дей-
ствительно, если заряд µ не принимает значение −∞, то вместо µ
можно взять заряд −µ, который не принимает значения ∞. Дока-
зательство будет разбито на несколько этапов.

(i). Пусть дано множество E ∈ F такое, что |µ{E}| <∞. Тогда
для любого ε > 0 найдется множество E′ ∈ F такое, что E′ ⊆ E,
µ{E′} ≥ µ{E} и µ{A} > −ε для любого A ∈ F , A ⊂ E′. Предпо-
ложим противное, что такого множества E′ не существует. Тогда
найдется E1 ⊂ E такое, что µ{E1} ≤ −ε. Так как |µ{E}| < ∞,
то |µ{E1}| < ∞ и |µ{E \ E1}| < ∞ по теореме 1.4.2. В силу
равенства µ{E} = µ{E1} + µ{E \ E1} выполняется неравенство
µ{E \ E1} ≥ µ{E}. Так как E \ E1 ∈ F и E \ E1 ⊂ E, то найдется
E2 ⊆ E \ E1 такое, что µ{E2} ≤ −ε. Рассуждая подобным образом,
можно построить последовательность {En}n≥1 попарно непересека-
ющихся множеств таких, что µ{En} ≤ −ε и En ⊂ E для всех n ∈ N.
Объединение E′′ = ∪∞n=1En принадлежит E. Поэтому |µ{E′′}| <∞.
Это противоречит тому, что µ{E′′} =

∑∞
n=1 µ{En} = −∞. Тем са-

мым доказано существование требуемого множества E′.
(ii). Пусть дано произвольное множество E ∈ F такое, что

|µ{E}| < ∞. Тогда найдется положительное множество E′ ∈ F та-
кое, что µ{E′} ≥ µ{E}. Можно считать, что E не является положи-
тельным множеством. В противном случае утверждение выполня-
ется с E′ = E. Обозначим E1 = E. По доказанному в (i) найдется
E2 ∈ F такое, что E2 ⊂ E1,µ{E2} ≥ µ{E1} и µ{A} > −1/2 для
любого A ∈ F , A ⊂ E2. С помощью подобных рассуждений мож-
но построить последовательность {En}n≥1 измеримых множеств та-
ких, что En+1 ⊂ En,µ{En+1} ≥ µ{En} и µ{A} > −1/(n + 1) для
любого A ∈ F , A ⊂ En+1. Обозначим E′ = ∩∞n=1En и заметим, что
E′ ⊂ E. Если A ∈ F и A ⊂ E′, то A ∈ En+1 и µ{A} ≥ −1/(n + 1)
для всех n ∈ N. Отсюда следует, что µ{A} ≥ 0. Это означа-
ет, что E′ является положительным множеством. К убывающей
последовательности {En}n≥1 применима теорема 1.4.3, по которой
µ{E′} = limn→∞ µ{En}. Так как µ{En+1} ≥ µ{En} ≥ µ{E1} = µ{E},
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то µ{E′} ≥ µ{E}. Требуемое множество E′ построено.
(iii). Обозначим α = sup{µ{E} : E ∈ F}. Так как µ{∅} = 0, то

0 ≤ α. Существует последовательность {En}n≥1 множеств En ∈ F
такая, что µ{En} → α при n ↑ ∞. По доказанному в (ii) для лю-
бого n ∈ N существует положительное множество An ∈ F такое,
что An ⊆ En и µ{An} ≥ µ{En}. Объединение A = ∪∞n=1An счетного
числа положительных множеств является положительным множе-
ством. Так как µ{A} = µ{An}+µ{A\An} ≥ µ{An} и µ{An} ≥ µ{En},
то µ{A} ≥ α.По определению α выполняется неравенство µ{A} ≤ α,
и, следовательно, µ{A} = α. По предположению функция µ не при-
нимает значения∞. Поэтому α = µ{A} <∞. Убедимся, что B = Ac

является отрицательным множеством. Если µ{C} > 0 для некоторо-
го C ∈ F , C ⊆ B, то µ{A∪C} = µ{A}+µ{C} > α. Это противоречит
определению величины α, и, следовательно, µ{C} ≤ 0. Это означает,
что B является отрицательным множеством. J

Представление множества Ω в виде объединения Ω = A ∪ Ac
положительного множества A и отрицательного множества Ac на-
зывается разложением Хана (Hans Hahn).

1.4.9. Теорема. Пусть заряд µ : F → R определен на некото-
рой σ-алгебре F ⊆ 2Ω. Тогда существуют меры µ+,µ− : F → R+,
одна из которых конечна, такие, что µ = µ+ − µ−. Если заряд
µ является конечным (счетно-конечным), то меры µ+ и µ− и их
сумма |µ| = µ+ + µ− конечны (одна мера конечна, а другая мера
счетно-конечна).

I Запишем Ω в виде объединения Ω = A ∪Ac положительного
множества A и отрицательного множества Ac относительно заряда
µ. Предположим, например, что заряд µ не принимает значение ∞.
Определим меры µ+,µ− : F → R+, положив

µ+{E} = µ{E ∩A},µ−{E} = −µ{E ∩Ac}, E ∈ F .

Мера µ+ конечна. Требуемое равенство µ{E} = µ+{E}−µ−{E} для
любого E ∈ F выполняется в силу аддитивности заряда µ. Если за-
ряд µ не принимает бесконечные значения, то по теореме 1.4.2 меры
µ+,µ−, |µ| конечны. Предположим, что заряд µ обладает свойством
счетной конечности. Существуют множества En ∈ F , n ∈ N, такие,
что Ω = ∪∞n=1En и |µ{En}| < ∞ для всех n ∈ N. По теореме 1.4.2
величины µ+{En} и µ−{En} конечны для всех n ∈ N, другими сло-
вами, меры µ−, |µ| счетно-конечны, а мера µ+ конечна. J
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Представление заряда µ в виде разности µ = µ+ − µ− называ-
ется разложением Жордана (Marie Ennemond Camille Jordan).

1.4.10. Определение. Тройка (Ω,F ,µ), состоящая из некото-
рого множества Ω, некоторой сигма-алгебры F ⊆ 2Ω и некоторой ме-
ры µ : F → R+, называется пространством с мерой. Пространство
с мерой называется полным, если 2A ⊆ F для любого множества
A ∈ F нулевой меры µ.

Любое пространство с мерой можно пополнить.
1.4.11. Теорема. Пусть дано пространство с мерой (Ω,F ,µ).

Обозначим класс F ′ множеств вида A∪B, где A ∈ F и B является
любым подмножеством некоторого множестваD ∈ F нулевой ме-
ры. Определим функцию µ′ : F ′ → R+, положив µ′{A ∪ B} = µ{A}.
Тогда (Ω,F ′,µ′) является полным пространством с мерой.

I Докажем, что класс F ′ является сигма-алгеброй. Заметим,
что Ω ∈ F ⊆ F ′. Пусть A∪B ∈ F ′, где A ∈ F , B ⊆ D ∈ F ,µ{D} = 0.
Из равенств (A∪B)c = Ac∩Bc = (Ac∩Dc)∪(Ac∩Bc∩D) и включений
Ac ∩Dc ∈ F , Ac ∩Bc ∩D ⊆ D следует, что (A ∪B)c ∈ F ′.

Пусть An ∪ Bn ∈ F ′, n ∈ N, где An ∈ F , Bn ⊆ Dn ∈ F ,
µ{Dn} = 0. Тогда ∪∞n=1(An ∪ Bn) = (∪∞n=1An) ∪ (∪∞n=1Bn) ∈ F ′, так
как ∪∞n=1An ∈ F ,∪∞n=1Bn ⊆ ∪∞n=1Dn ∈ F ,µ{∪∞n=1Dn} = 0.

Докажем, что функция µ′ : F ′ → R+ является мерой. Если мно-
жества An ∪ Bn ∈ F ′, n ∈ N, где An ∈ F , Bn ⊆ Dn ∈ F ,µ{Dn} = 0,
попарно не пересекаются, то

µ′{∪∞n=1(An ∪Bn)} = µ{∪∞n=1An} =
∞∑
n=1

µ{An} =
∞∑
n=1

µ′{An ∪Bn}.

Проверим свойство полноты пространства с мерой (Ω,F ′,µ′). Пусть
A ⊆ B ∪ C ∈ F ′ и µ′{B ∪ C} = 0, где B ∈ F , C ⊆ D ∈ F ,µ{D} = 0.
Тогда A ∈ F ′, так как µ{B} = µ′{B ∪ C} = 0, A = ∅ ∪ A,∅ ∈ F ,
A ⊆ B ∪D ∈ F ,µ{B ∪D} = 0. J

Предположим, что мера определена на некотором классе мно-
жеств. Возникает естественный вопрос о продолжении этой меры на
более богатый класс множеств. Чтобы ответить на этот вопрос, нам
понадобится понятие внешней меры.

1.4.12. Определение. Функция µ∗ : 2Ω → R+ называется
внешней мерой, если µ∗{∅} = 0, выполняется свойство монотон-
ности: µ∗{A} ≤ µ∗{B} для любых A,B ∈ 2Ω, A ⊂ B, и выполняется
свойство счетной полуаддитивности: µ∗{∪∞n=1An} ≤

∑∞
n=1 µ

∗{An}
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для любых множеств An ∈ 2Ω, n ∈ N.
Свойство счетной полуаддитивности внешней меры влечет

свойство конечной полуаддитивности: µ∗{∪nk=1Ak} ≤
∑n

k=1 µ
∗{Ak}

для любых множеств Ak ∈ 2Ω, k = 1, . . . , n.
1.4.13. Теорема. Пусть дана внешняя мера µ∗ : 2Ω → R+. Ес-

ли En ∈ 2Ω, n ∈ N, и
∑∞

n=1 µ
∗{En} <∞, то µ∗{∩∞m=1 ∪∞n=m En} = 0.

I Из свойств внешней меры следует, что

µ∗{∩∞m=1 ∪∞n=m En} ≤ µ∗{∪∞n=mEn} ≤
∞∑
n=m

µ∗{En}.

Остаток сходящегося ряда стремится к нулю при m→∞. J
1.4.14. Определение. Пусть дана внешняя мера µ∗ : 2Ω → R+.

Множество E ∈ 2Ω называется µ∗-измеримым, если

µ∗{A} = µ∗{A ∩ E}+ µ∗{A ∩ Ec} (1.4.1)

для любого множества A ∈ 2Ω.
1.4.15. Теорема. Пусть дана внешняя мера µ∗ : 2Ω → R+. Обо-

значим F∗ класс всех µ∗-измеримых множеств A ∈ 2Ω. Тогда трой-
ка (Ω,F∗,µ∗) является полным пространством с мерой.

I Докажем, что класс F∗ является алгеброй. Условие (1.4.1)
выполняется для E = ∅ и E = Ω. Если E ∈ F∗, то Ec ∈ F∗, так как
(Ec)c = E. Убедимся, что E ∪ F ∈ F∗, если E,F ∈ F∗. Для любого
A ⊆ Ω справедливы следующие равенства

µ∗{A} = µ∗{A ∩ E}+ µ∗{A ∩ Ec} =

= µ∗{A∩E∩F}+µ∗{A∩E∩F c}+µ∗{A∩Ec∩F}+µ∗{A∩Ec∩F c}.

Если подставить A ∩ (E ∪ F ) вместо A, то получится равенство

µ∗{A ∩ (E ∪ F )} = µ∗{A ∩ E ∩ F}+
+ µ∗{A ∩ E ∩ F c}+ µ∗{A ∩ Ec ∩ F}.

(1.4.2)

Оно позволяет переписать предыдущее равенство в следующем виде

µ∗{A} = µ∗{A ∩ (E ∪ F )}+ µ∗{A ∩ Ec ∩ F c}.

Так как Ec ∩ F c = (E ∪ F )c, то объединение E ∪ F удовлетворяет
условию (1.4.1) и, следовательно, E ∪ F ∈ F∗.
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Докажем теперь, что класс F∗ является сигма-алгеброй. Тре-
буется доказать, что ∪∞n=1En ∈ F∗ для любых En ∈ F∗, n ∈ N.
Обозначим F1 = E1, Fn = En \ ∪n−1

k=1Ek, для n ≥ 2. Заметим, что
∪∞n=1En = ∪∞n=1Fn. Так как ∪n+1

k=1Fk ∈ F
∗, то

µ∗{A} = µ∗{A ∩ (∪n+1
k=1Fk)}+ µ∗{A ∩ (∪n+1

k=1Fk)
c} (1.4.3)

для любого A ⊆ Ω. Заменим в равенстве (1.4.2) E на ∪nk=1Fk и F
на Fn+1 и примем во внимание, что множества ∪nk=1Fk и Fn+1 не
пересекаются. В результате получится следующее равенство

µ∗{A ∩ (∪n+1
k=1Fk)} = µ∗{A ∩ (∪nk=1Fk)}+ µ∗{A ∩ Fn+1}.

Отсюда, в свою очередь, вытекает равенство

µ∗{A ∩ (∪n+1
k=1Fk)} =

n+1∑
k=1

µ∗{A ∩ Fk}.

Отсюда и из (1.4.3) следует, что

µ∗{A} =
n+1∑
k=1

µ∗{A ∩ Fk}+ µ∗{A ∩ (∪n+1
k=1Fk)

c}.

Так как (∪∞n=1En)c ⊆ (∪n+1
k=1Fk)

c, то

µ∗{A ∩ (∪n+1
k=1Fk)

c} ≥ µ∗{A ∩ (∪∞n=1En)c}.

Отсюда и из предыдущего равенства следует, что

µ∗{A} ≥
∞∑
k=1

µ∗{A ∩ Fk}+ µ∗{A ∩ (∪∞n=1En)c}. (1.4.4)

В силу счетной полуаддитивности внешней меры выполняется нера-
венство

∑∞
k=1 µ

∗{A∩Fk} ≥ µ∗{A∩ (∪∞n=1Fn)}. Из очевидного равен-
ства ∪∞n=1Fn = ∪∞n=1En и (1.4.4) следует, что

µ∗{A} ≥ µ∗{A ∩ (∪∞n=1En)}+ µ∗{A ∩ (∪∞n=1En)c}.

Это неравенство, на самом деле, является равенством, так как внеш-
няя мера конечно полуаддитивна. Множество ∪∞n=1En удовлетворяет
условию (1.4.1) и, следовательно, принадлежит F∗.
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Докажем, что функция µ∗ : F∗ → R+ счетно аддитивна. Пусть
E = ∪∞n=1En является объединением счетного числа попарно непере-
секающихся множеств из F∗. Неравенство (1.4.4) при A = E приво-
дит к неравенству µ∗{E} ≥

∑∞
k=1 µ

∗{E∩Fk}.Напомним, что F1 = E1

и Fk = Ek\∪k−1
i=1Ei для k ≥ 2. В данном случае Fk = Ek и E∩Fk = Ek

для всех k ∈ N, так как множества Ek, k ∈ N, попарно не пересе-
каются. Поэтому µ∗{E} ≥

∑∞
k=1 µ

∗{Ek}. Это неравенство является
равенством, так как µ∗{E} ≤

∑∞
k=1 µ

∗{Ek}.
Докажем, что пространство с мерой (Ω,F∗,µ∗) является по-

лым. Пусть E ⊂ F ∈ F∗, µ∗{F} = 0. Требуется доказать, что
E ∈ F∗. Так как µ∗{E} ≤ µ∗{F} = 0, то справедливо неравенство
µ∗{A} ≥ µ∗{A∩Ec} = µ∗{A∩E}+µ∗{A∩Ec} для любого A ∈ 2Ω. На
самом деле выполняется равенство µ∗{A} = µ∗{A∩E}+µ∗{A∩Ec}
в силу полуаддитивности внешней меры. Поэтому E ∈ F∗. J

1.4.16. Теорема. Пусть мера µ : A → R+ определена на неко-
торой алгебре A ⊆ 2Ω. Тогда функция

µ∗{A} = inf

{ ∞∑
n=1

µ{An} : A ⊆ ∪∞n=1An, An ∈ A, n ∈ N

}
, A ∈ 2Ω,

является внешней мерой, и µ∗{A} = µ{A} для любого A ∈ A.
I Равенство µ∗{A} = µ{A} для любого A ∈ A следует из того,

что µ{A} =
∑∞

k=1 µ{An} с A1 = A и An = ∅ для всех n ∈ N, n ≥ 2.
Если A,B ∈ 2Ω и A ⊂ B, то µ∗{A} ≤ µ∗{B}, так как любая последо-
вательность множеств из A, которая покрывает B, покрывает также
A. Докажем неравенство µ∗{∪∞n=1En} ≤

∑∞
n=1 µ

∗{En} для любых
En ∈ 2Ω, n ∈ N. Для любого ε > 0 найдутся множества An,k ∈ A,
k ∈ N, такие, что En ⊆ ∪∞k=1An,k и

∑∞
k=1 µ{An,k} ≤ µ∗{En} + ε2−n.

Так как ∪∞n=1En ⊆ ∪∞n=1 ∪∞k=1 An,k, то

µ∗{∪∞n=1En} ≤
∞∑
n=1

∞∑
k=1

µ{An,k} ≤
∞∑
n=1

µ∗{En}+ ε.

Отсюда следует требуемое неравенство µ∗{∪∞n=1En} ≤
∑∞

n=1 µ
∗{En},

так как число ε > 0 можно взять произвольно малым. J
1.4.17. Теорема. Пусть счетно-конечная мера µ : A → R+

определена на некоторой алгебре A ⊆ 2Ω. Тогда существует един-
ственная мера µ : σ(A)→ R+, совпадающая с µ на A.
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I Построим внешнюю меру µ∗ по мере µ, как указано в теореме
1.4.16. Там доказано равенство µ∗{A} = µ{A} для A ∈ A. В теореме
1.4.15 доказано, что функция µ∗ : F∗ → R+ счетно аддитивна.

Докажем, что A ⊂ F∗. Пусть E ∈ A. Для любых A ∈ 2Ω и
ε > 0 найдутся множества En ∈ A, n ∈ N, такие, что A ⊆ ∪∞n=1En и
µ∗{A}+ ε ≥

∑∞
n=1 µ{En}. Так как En = (En ∩ E) ∪ (En ∩ Ec), то

µ∗{A}+ ε ≥
∞∑
n=1

(µ{En∩E}+µ{En∩Ec}) ≥ µ∗{A∩E}+µ∗{A∩Ec}.

Отсюда следует, что µ∗{A ∩E}+ µ∗{A ∩Ec} ≤ µ∗{A}, так как чис-
ло ε > 0 можно взять произвольно малым. Последнее неравенство
является равенством, так как µ∗{A} ≤ µ∗{A∩E}+ µ∗{A∩Ec}. По-
этому E ∈ F∗, и, следовательно, σ(A) ⊆ F∗. В качестве меры µ

можно взять сужение меры µ∗ : F∗ → R+ на сигма-алгебру σ(A).
Докажем единственность меры µ : σ(A) → R+. По условию су-

ществуют множества En ∈ A, n ∈ N, такие, что Ω = ∪∞n=1En и
µ{En} < ∞. Можно считать, что множества En, n ∈ N, попарно
не пересекаются. Иначе вместо En, n ∈ N, можно взять попарно
непересекающиеся множества F1 = E1, Fn = En \ ∪n−1

k=1Ek, n ≥ 2.
Единственность меры µ гарантируется теоремой 1.4.6. J

В качестве примера применения теоремы 1.4.17 мы докажем,
что внешняя мера обладает свойством непрерывности снизу.

1.4.18. Теорема. Пусть счетно-конечная мера µ определена
на некоторой алгебре A ⊆ 2Ω. Тогда внешняя мера µ∗, построенная
в теореме 1.4.16, обладает свойством непрерывности снизу : если
En ∈ 2Ω, n ∈ N, En ↑, то limn→∞ µ

∗{En} = µ∗{∪∞n=1En}.
I Обозначим E = ∪∞n=1En. В силу монотонности внешней меры

выполняется неравенство limn→∞ µ
∗{En} ≤ µ∗{E}. Это неравенство

обращается в равенство, если limn→∞ µ
∗{En} =∞.

Предположим, что limn→∞ µ
∗{En} = c <∞. Обозначим µ про-

должение меры µ на σ-алгебру σ(A). По теореме 1.4.17 класс F∗
всех µ∗-измеримых множеств содержит σ-алгебру σ(A), и выполня-
ются равенства µ{A} = µ∗{A} для A ∈ σ(A) и µ{A} = µ{A} для
A ∈ A. Для любых n ∈ N и ε > 0 найдутся множества An,k ∈ A,
k ∈ N, такие, что En ⊆ ∪∞k=1An,k и

∑∞
k=1 µ{An,k} < µ∗{En} + ε.

Обозначим Bn = ∪∞k=1An,k, Cn = ∩∞k=nBk, C = ∪∞n=1Cn. Заметим, что
Bn, Cn, C ∈ σ(A). Так как En ⊆ En+m ⊆ Bn+m для любого целого
числа m ≥ 0, то En ⊆ Cn и E = ∪∞n=1En ⊆ ∪∞n=1Cn = C. Отсюда
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следует, что

µ{Cn} ≤ µ{Bn} ≤
∞∑
k=1

µ{An,k} < µ∗{En}+ ε,

µ∗{E} ≤ µ∗{C} = µ{C} = lim
n→∞

µ{Cn} ≤ lim
n→∞

µ∗{En}+ ε = c+ ε.

Число ε > 0 можно взять произвольно малым. Поэтому µ∗{E} ≤ c,
и, следовательно, c = limn→∞ µ

∗{En} ≤ µ∗{E} ≤ c. J
1.4.19. Теорема. Пусть мера µ : F → R+ определена на неко-

торой σ-алгебре F ⊆ 2Ω. Тогда функция

µ∗{A} = inf{µ{B} : A ⊆ B ∈ F}, A ∈ 2Ω, (1.4.5)

является внешней мерой со свойствами: (i) µ∗{A} = µ{A} для лю-
бого A ∈ F , (ii) для любого A ∈ 2Ω существует A′ ∈ F такое, что
µ∗{A} = µ{A′}. (iii)Функция µ∗ непрерывна снизу: если 2Ω 3 An ↑,
то limn→∞ µ

∗{An} = µ∗{∪∞n=1An}.

I (i). Докажем сначала, что функция (1.4.5) является внешней
мерой. Из (1.4.5) непосредственно следует, что µ∗{A} = µ{A} для
любого A ∈ F и, в частности, µ∗{∅} = 0, а также выполняется
неравенство µ∗{A} ≤ µ∗{B} для любых A,B ∈ 2Ω таких, что A ⊂ B.
Для произвольных множеств An ∈ 2Ω, n ∈ N, и для любого числа
ε > 0 найдутся множества Bn ∈ F , n ∈ N, такие, что An ⊆ Bn и
µ∗{An}+ ε2−n > µ{Bn}. Так как A = ∪∞n=1An ⊆ ∪∞n=1Bn, то

µ∗{A} ≤ µ{∪∞n=1Bn} ≤
∞∑
k=1

µ{Bn} ≤
∞∑
n=1

µ∗{An}+ ε.

Отсюда следует неравенство µ∗{A} ≤
∑∞

n=1 µ
∗{An}, так как число

ε > 0 можно взять произвольно малым.
(ii). По определению функции µ∗ для любого A ∈ 2Ω суще-

ствуют Bn ∈ F , A ⊆ Bn, n ∈ N, такие, что µ∗{A} = limn→∞ µ{Bn}.
Если µ∗{A} = ∞, то A ⊆ A′ = ∪∞n=1Bn ∈ F и µ∗{A} = µ{A′}. Если
µ∗{A} <∞, то µ{Bn} <∞ для всех n больше некоторого m.Можно
считать, что µ{Bn} <∞ для всех n ∈ N. Обозначим En = ∩∞m=nBm и
A′′ = ∪∞n=1En. Заметим, что En ↑, A ⊆ A′′ ∈ F . Требуемое равенство
µ∗{A} = µ{A′′} следует из теоремы 1.4.3 и соотношений

µ∗{A} ≤ µ{A′′} = lim
n→∞

µ{En} ≤ lim
n→∞

µ{Bn} = µ∗{A}.
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(iii). Утверждение доказано в теореме 1.4.18. Приведенное там
доказательство можно упростить с помощью утверждения (ii). J

1.4.20. Определение. Пусть мера µ : F → R+ определена на
некоторой сигма-алгебре F ⊆ 2Ω. Функция

µ∗{A} = sup{µ{E} : E ⊆ A,E ∈ F}, A ∈ 2Ω, (1.4.6)

называется внутренней мерой.
1.4.21. Теорема. Пусть мера µ : F → R+ определена на неко-

торой сигма-алгебре F ⊆ 2Ω. Определим внешнюю меру µ∗, как
указано в (1.4.5), и внутренюю меру µ∗, как указано в (1.4.6). То-
гда: (i) если A,B ∈ 2Ω и A ⊂ B, то µ∗{A} ≤ µ∗{B}; (ii) для любого
A ∈ 2Ω существует A′ ∈ F такое, что µ∗{A} = µ{A′}; (iii) если
A ∈ 2Ω и B ∈ F , то µ{B} = µ∗{A ∩B}+ µ∗{Ac ∩B}.

I Утверждение (i) следует из определения внутренней меры.
(ii). Для любого A ∈ 2Ω найдутся En ∈ F , En ⊆ A,n ∈ N, такие,

что µ∗{A} = limn→∞ µ{En}. Обозначим A′ = ∪∞n=1En. Требуемое
равенство µ∗{A} = µ{A′} следует из соотношений

µ{A′} ≤ µ∗{A} = lim
n→∞

µ{En} ≤ µ{A′}.

(iii). Пусть даны произвольные множества A ∈ 2Ω и B ∈ F . Заме-
тим, что множества F = A ∩ B и E = Ac ∩ B не пересекаются. По
доказанному выше найдется множество F ′ ∈ F такое, что F ′ ⊆ F и
µ∗{F} = µ{F ′}. Так как B = F ∪ E и E = B \ F ⊆ B \ F ′, то

µ{B} = µ{F ′}+ µ{B \ F ′} = µ∗{F}+ µ{B \ F ′} ≥ µ∗{F}+ µ∗{E}.

По теореме 1.4.19 существует множество E′ ∈ F такое, что E ⊆ E′

и µ∗{E} = µ{E′}. Так как B = F ∪ E и B \ E′ ⊆ B \ E = F, то

µ{B} = µ{E′}+ µ{B \ E′} = µ∗{E}+ µ{B \ E′} ≤ µ∗{E}+ µ∗{F}.

Отсюда следует требуемое равенство µ{B} = µ∗{F}+ µ∗{E}. J
Далее мы обсудим некоторые свойства мер, определенных на

борелевских σ-алгебрах евклидова пространства Rd.
1.4.22. Определение. Мера µ : B(Rd) → R+ называется регу-

лярной, если для любого A ∈ B(Rd) выполняются равенства

µ{A} = inf{µ{O} : A ⊆ O : Rd ⊇ O − откр. мн-во}; (1.4.7)

µ{A} = sup{µ{F} : A ⊇ F : Rd ⊇ F − замкн. мн-во}. (1.4.8)
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1.4.23. Теорема. Любая счетно-конечная мера µ : B(Rd)→ R+

является регулярной.
I Предположим сначала, что мера µ конечна. Напомним, что

класс всех замкнутых множеств F ⊆ Rd порождает σ-алгебру B(Rd)
и является π-классом. Обозначим L класс множеств A ∈ B(Rd), для
которых теорема справедлива. Ниже будет доказано, что L является
λ-классом и содержит все замкнутые множества. По теореме 1.2.7
будет выполняться равенство L = B(Rd). Тем самым теорема будет
доказана для конечной меры µ.

Докажем, что L является λ-классом. Множество A принадле-
жит L тогда и только тогда, когда для любого ε > 0 найдутся откры-
тое множество O и замкнутое множество F такие, что F ⊆ A ⊆ O,
µ{O \A} < ε и µ{A \F} < ε. Множества Ω и ∅ принадлежат L, так
как они открыты и замкнуты. Пусть A,B ∈ L и B ⊂ A. Найдутся
открытые множества O и O′ и замкнутые множества F и F ′ такие,
что F ⊆ A ⊆ O, F ′ ⊆ B ⊆ O′ и µ{O \ A} < ε/2, µ{A \ F} < ε/2,
µ{O′ \ B} < ε/2, µ{B \ F ′} < ε/2. Замкнутое множество F \ O′ со-
держится в разности A \ B, и эта разность содержится в открытом
множестве O \ F ′. Так как (A \ B) \ (F \ O′) ⊆ (A \ F ) ∪ (O′ \ B) и
(O \ F ′) \ (A \B) ⊆ (O \A) ∪ (B \ F ′), то

µ{(A \B) \ (F \O′)} ≤ µ{A \ F}+ µ{O′ \B} < ε,
µ{(O \ F ′) \ (A \B)} ≤ µ{O \A}+ µ{B \ F ′} < ε

и, следовательно, A \B ∈ L.
Пусть An ∈ L, n ∈ N, и An ↑ . Обозначим A = ∪∞n=1An. Так

как limn→∞ µ{An} = µ{A}, то µ{A} < µ{Am}+ ε/2 для некоторого
m ∈ N. Для Am найдется замкнутое множество такое, что F ⊆ Am
и µ{Am} < µ{F} + ε/2. Так как A \ F ⊆ (A \ Am) ∪ (Am \ F ) и
F ⊆ A, то µ{A \ F} < ε. Для любого An, n ∈ N, найдется открытое
множество On такое, что An ⊆ On и µ{On \An} < ε2−n. Множество
A содержится в открытом множестве O = ∪∞n=1On и

µ{O \A} ≤
∞∑
n=1

µ{On \An} <
∞∑
n=1

ε

2n
= ε.

Тем самым доказано, что L является λ-классом.
Любое замкнутое множество F принадлежит L. Нетрудно про-

верить, что функция

d(x, F ) = inf{‖x− y‖ : y ∈ F}, x ∈ Rd, (1.4.9)
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непрерывна. Поэтому множество On = {x ∈ Rd : d(x, F ) < 1/n} от-
крыто. Заметим, что On ↓ при n ↑ и ∩∞n=1On = F. Отсюда, в силу
теоремы 1.4.3, следует, что µ{F} = limn→∞ µ{On} и, следовательно,
F ∈ L. Тем самым теорема доказана для конечной меры µ.

Докажем теорему в общем случае. По условию имеются боре-
левские множества En, n ∈ N, такие, что Rd = ∪∞n=1En и µ{En} <∞
для всех n ∈ N. Можно считать, что эти множества попарно не пе-
ресекаются. Для каждого n ∈ N можно определить конечную меру
µn{E} = µ{E ∩ En}, E ∈ B(Rd). Пусть A ∈ B(R). По доказанно-
му выше для любого ε > 0 существуют открытое множество On и
замкнутое множество Fn такие, что Fn ⊆ (E ∩ En) ⊆ On и

µ{(A ∩ En) \ Fn} < 2−nε,µ{On \ (A ∩ En)} < 2−nε.

Из второго неравенства следует, что

µ{A ∩ En} ≤ µ{On} < µ{A ∩ En}+ 2−n−2ε.

Открытое множество O = ∪∞n=1On содержит A = ∪∞n=1(A ∩ En) и
удовлетворяет условию (1.4.7), так как

µ{A} ≤ µ{O} ≤
∞∑
n=1

µ{On} <
∞∑
n=1

(µ{A ∩ En}+ 2−nε) = µ{A}+ ε.

Обратимся к доказательству свойства (1.4.8). С этой целью заметим,
что замкнутое множество Gm = ∪mn=1Fn содержится в множестве
Am = ∪mn=1(A ∩ En) и удовлетворяет условиям

µ{Gm} ≤ µ{Am} = µ{Am \Gm}+ µ{Gm} ≤

≤
m∑
n=1

µ{(A∩En)\Fn}+µ{Gm} <
m∑
n=1

2−nε+µ{Gm} < µ{Gm}+ε.

Так как Am ↑ и A = ∪∞m=1Am, то limm→∞ µ{Am} = µ{A} в силу
теоремы 1.4.3. Отсюда следует свойство (1.4.8). J

1.4.24. Определение. Мера µ : B(Rd)→ R+ называется плот-
ной, если для любого A ∈ B(Rd) выполняется равенство

µ{A} = sup{µ{K} : K ⊆ A,Rd ⊃ K − компактное множество}.

Несложно убедиться, что множество K ⊂ Rd является ком-
пактным тогда и только тогда, когда оно ограничено и замкну-
то. Напомним, что множество K называется ограниченным, если
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sup{‖x − y‖ : x, y ∈ K} < ∞. Например, для любого n ∈ N множе-
ство Kn = [−n, n]× · · · × [−n, n] ⊂ Rd является компактным.

1.4.25. Теорема. Любая конечная мера µ : B(Rd) → R+ явля-
ется плотной.

I Выше упоминалось, что множество Kn компактно. Так как
Kc
n ↓ при n ↑ и ∩∞n=1K

c
n = ∅, то limn→∞ µ{Kc

n} = 0 в силу тео-
ремы 1.4.3. Поэтому для любого ε > 0 найдется nε ∈ N такое,
что µ{Kc

n0
} < ε/2. По теореме 1.4.23 существует замкнутое мно-

жество F ⊆ A такое, что µ{A \ F} < ε/2. Компактное множество
Kε = F ∩Kn0 удовлетворяет условию µ{A \Kε} < ε. Из этого нера-
венства при ε = 1/m,m ∈ N, как нетрудно проверить, следует, что
µ{A} = limm→∞ µ{K1/m}. J

В следующих двух теоремах устанавливается связь между воз-
растающими непрерывными справа (слева) функциями веществен-
ного переменного и счетно-конечными мерами на прямой.

1.4.26. Теорема. Для любой возрастающей, непрерывной
справа функции F : R → R существует единственная счетно-
конечная мера µF : B(R)→ R+ со свойством µF {(a, b]} = F (b)−F (a)
для любых a, b ∈ R, a < b.

I Обозначим ∆ = (a, b] для любых a, b ∈ R, a < b. Нетрудно
видеть, что класс A множеств, которые можно представить в виде
объединения конечного числа попарно непересекающихся отрезков
вида (α,β] ⊆ ∆, является алгеброй. Сигма-алгебра σ(A), порожден-
ная алгеброй A, совпадает с σ-алгеброй B(∆) борелевских подмно-
жеств отрезка ∆. Определим функцию ν : A → R+, положив

ν{∅} = 0,ν{D} =

n∑
l=1

[F (βl)− F (αl)], D = ∪nl=1(αl, βl] ∈ A.

Функция ν конечно аддитивна. Докажем, что она счетно аддитивна.
Достаточно доказать равенство

ν{(α,β]} =
∞∑
n=1

ν{(αn,βn]}, (1.4.10)

если отрезок (α,β] ⊆ ∆ является объединением попарно непересе-
кающихся отрезков (αn,βn], n ∈ N. Для любого n ∈ N объединение
A = ∪nk=1(αk,βk] принадлежит алгебре A. Разность B = (α,β] \ A,
будучи элементом A, может быть записана в виде объединения
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B = ∪rm=1(γm, δm] конечного числа попарно непересекающихся от-
резков. Так как (α,β] = A ∪B = ∪nk=1(αk,βk] ∪ ∪rm=1(γm, δm], то

ν{(α,β]} =
n∑
k=1

ν{(αk,βk]}+
r∑

m=1

ν{(γm, δm]} ≥
n∑
k=1

ν{(αk,βk]}.

Отсюда следует, что ν{(α,β]} ≥
∑∞

n=1 ν{(αn,βn]}. Чтобы выполня-
лось (1.4.10), требуется доказать, что ν{(α,β]} ≤

∑∞
n=1 ν{(αn,βn]}.

Для любого ε ∈ (0,β−α) найдутся вещественные числа γn > βn та-
кие, что F (γn) ≤ F (βn)+2−nε, n ∈ N. Сегмент [α+ε,β] покрывается
последовательностью интервалов (αn,γn), n ∈ N. По классической
теореме Гейне –Бореля –Лебега найдется конечное число интерва-
лов (αk,γk), k = 1, . . . , r, объединение которых покрывает сегмент
[α+ ε,β]. Отсюда следует, что

F (β)− F (α+ ε) ≤
r∑

k=1

[F (γk)− F (αk)] ≤

≤
∞∑
k=1

[F (βk)− F (αk)] +

∞∑
k=1

2−kε =

∞∑
k=1

ν{(αk,βk]}+ ε.

Отсюда следует, что ν{(α,β]} = F (β)− F (α) ≤
∑∞

k=1 ν{(αk,βk]}.
По теореме 1.4.17 конечная мера ν : A → R+ имеет продол-

жение ν : B(∆) → R+. Для каждого ∆n = (−n, n], n ∈ N, можно
построить меру νn : B(∆n) → R+, как указано выше. Обозначим
µn{A} = νn{A ∩ ∆n}, A ∈ B(R). Заметим, что µn{A} ≤ µn+1{A}
для любых n ∈ N и A ∈ B(R) и µn{A} = µn+1{A} для любого
A ∈ B(∆n). Поэтому для любого отрезка (a, b] ⊂ R найдется n0 та-
кое, что µn{(a, b]} = F (b)− F (a) для всех n > n0.

Убедимся, что функция µF {A} = limn→∞ µn{An}, A ∈ B(R),
является мерой со свойствами, перечисленными в формулировке
теоремы. Заметим, что µF {∅} = 0 и µF {(a, b]} = F (b)−F (a) для лю-
бого отрезка (a, b] ⊂ R. Функция µF принимает конечные значения
на отрезках ∆n = (−n, n], n ∈ N. Убедимся, что функция µF счет-
но аддитивна. Если A = ∪∞m=1Am и множества Am ∈ B(R),m ∈ N,
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попарно не пересекаются, то

µF {A} = lim
n→∞

µn{A} = lim
n→∞

∞∑
m=1

µn{Am} ≤
∞∑
m=1

µF {Am},

∞∑
m=1

µF {Am} = lim
k→∞

k∑
m=1

µF {Am} = lim
k→∞

lim
n→∞

k∑
m=1

µn{Am} =

= lim
k→∞

lim
n→∞

µn{∪km=1Am} ≤ lim
n→∞

µn{A} = µF {A}.

Отсюда следует требуемое равенство µF {A} =
∑∞

m=1 µF {Am}.
Докажем утверждение о единственности меры µF . Класс L от-

резков вида (a, b], a, b ∈ R, как нетрудно видеть, является π-классом.
Он порождает борелевскую сигма-алгебру B(R) и содержит попар-
но непересекающиеся отрезки (n, n+ 1], n ∈ Z, на которых мера µF
принимает конечные значения. По теореме 1.4.6 мера µF однозначно
определяется своими значениями на π-классе L. J

1.4.27. Теорема. Для любой возрастающей, непрерывной сле-
ва функции F : R→ R существует единственная счетно-конечная
мера µF : B(R) → R+ со свойством µF {[a, b)} = F (b) − F (a) для
любых a, b ∈ R, a < b.

I Доказательство можно осуществить по аналогии с доказа-
тельством предыдущей теоремы. J

Мера µF называется мерой Лебега –Стилтьеса в честь Лебега
(Henri Léon Lebesgue) и Стилтьеса (Thomas Joannes Stieltjes).

1.4.28. Пример. Мера µF : B(R)→ R+, порождаемая функци-
ей F (x) = x, x ∈ R, называется мерой Лебега.

Мера Лебега обладает многими специальными свойствами.
Некоторые свойства исследованы ниже.

1.4.29. Теорема. По мере Лебега µ : B(R) → R+ можно по-
строить внешнюю меру µ∗, как указано в (1.4.5), и внутреннюю
меру µ∗, как указано в (1.4.6). Пусть отображение T : R → R пе-
реводит точку x ∈ R в точку T (x) = αx + β, где α,β ∈ R,α 6= 0.
Справедливы следующие утверждения:

B(R) = {T−1(E) : E ∈ B(R)},B(R) = {T (E) : E ∈ B(R)}; (1.4.11)

µ{T−1(E)} = |α|−1µ{E},µ{T (E)} = |α|µ{E}, E ∈ B(R); (1.4.12)

µ∗{T−1(E)} = |α|−1µ∗{E},µ∗{T (E)} = |α|µ∗{E}, E ⊆ R; (1.4.13)

µ∗{T−1(E)} = |α|−1µ∗{E},µ∗{T (E)} = |α|µ∗{E}, E ⊆ R. (1.4.14)
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Каждое из множеств T−1(E) и T (E) являются µ∗-измеримым,
если и только если множество E ⊆ R является µ∗-измеримым.

I По теореме 1.2.10 класс T−1(B(R)) = {T−1(E) : E ∈ B(R)}
является σ-алгеброй. Класс {E ∈ B(R) : T−1(E) ∈ B(R)} так-
же является σ-алгеброй в силу теоремы 1.2.11. Каждая из этих
сигма-алгебр содержит все интервалы. Класс интервалов порождает
сигма-алгебру B(R). Отсюда следует (1.4.11).

Определим меры µ1{E} = µ{T−1(E)} и µ2{E} = µ{T (E)} на
σ-алгебре B(R). Для любого интервала E = (a, b), a, b ∈ R, a < b,
выполняются следующие равенства

µ1{E} =
b− β
|α|

− a− β
|α|

= |α|−1µ{E},

µ2{E} = |α|[(b+ β)− (a+ β)] = |α|µ{E}.

Класс всех интервалов является π-классом и порождает борелев-
скую сигма-алгебру B(R). Меры µ,µ1,µ2 принимают конечные зна-
чения на всех конечных интервалах. По теореме 1.4.6 равенства
(1.4.12) выполняются для всех E ∈ B(R).

Равенства (1.4.13) и (1.4.14) следуют из (1.4.12) и определений
верхней и внутренней мер. J

1.5. Измеримые функции

В этом параграфе собраны сведения об измеримых функциях,
необходимые для исследования случайных процессов.

1.5.1. Определение. Пусть даны два измеримых простран-
ства (Ω,F) и (Ω′,F ′). Отображение f : Ω → Ω′ называется измери-
мым, если f−1(A′) ∈ F для любого A′ ∈ F ′.

Чтобы подчеркнуть связь с другой сигма-алгеброй F ′, измери-
мое отображение f называют F ′/F-измеримым. Измеримое отоб-
ражение f : Ω → Ω′ также называется измеримой функцией. Поня-
тие измеримого отображения (функции) представляет собой обоб-
щение понятия борелевской функции. Напомним, что отображение
f : Rd → R

d′ называется борелевской функцией, если f−1(A) ∈ B(Rd)

для любого A ∈ B(R
d′

). Размерности d и d′ евклидовых пространств
Rd и R

d′ могут быть любыми натуральными числами.
1.5.2. Теорема. Пусть даны любые измеримые пространства

(Ωk,Fk), k = 1, 2, 3. Если отображения f1 : Ω1 → Ω2 и f2 : Ω2 → Ω3
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измеримы, то их суперпозиция f2 ◦ f1 : Ω1 → Ω3 является измери-
мым отображением.

I В соответствии с определением суперпозиция f2◦f1 переводит
точку ω1 ∈ Ω1 в точку (f2 ◦f1)(ω1) = f2(f1(ω1)) ∈ Ω3. Если A ∈ F3,
то B = f−1

2 (A) ∈ F2 и (f2 ◦ f1)−1(A) = f−1
1 (f−1

2 (A)) ∈ F1. J
Следующая теорема позволяет свести вопрос об измеримости

векторных функций к соответствующему вопросу об измеримости
вещественных функций.

1.5.3. Теорема. Пусть дано измеримое пространство (Ω,F).

Функция f = (f1, . . . , fd) : Ω→ R
d измерима тогда и только тогда,

когда измеримы все функции fk : Ω→ R, k = 1, . . . , d.
I Если функция f измерима, то f−1

k (Ak) = f−1(A) ∈ F для лю-
бого Ak ∈ B(R), где A = ×dj=1Aj , Aj = R для j 6= k. По определению
1.5.1 функция fk измерима.

Предположим теперь, что функции fk, k = 1, . . . , d, измеримы.
Обозначим L класс множеств A ∈ B(R

d
), для которых {f ∈ A} ∈ F .

По теореме 1.2.10 класс L является сигма-алгеброй. Класс L содер-
жит любой прямоугольник A = ×dk=1Ak со сторонами в B(R), так
как {f ∈ A} = ∩dk=1{fk ∈ Ak} ∈ F . Тем самым доказано равенство
L = B(R

d
). По определению 1.5.1 функция f измерима. J

Напомним, что множество S ⊂ Rd называется всюду плотным,
если S ∩ B(x, ε) = S ∩ {y ∈ Rd : ‖x − y‖ < ε} 6= ∅ для любой точки
x ∈ Rd и для любого числа ε > 0. Например, d-кратное произведение
Q× · · · × Q всех рациональных чисел Q всюду плотно в Rd.

1.5.4. Теорема. Пусть дано измеримое пространство (Ω,F).
Функция f : Ω→ R измерима тогда и только тогда, когда выполня-
ется одно из следующих условий {f < c} = {ω ∈ Ω: f(ω) < c} ∈ F
или {f ≤ c} = {ω ∈ Ω: f(ω) ≤ c} ∈ F для любого c из некоторого
счетного всюду плотного множества S ⊂ R.

I Требуется доказать только достаточность условий. Предпо-
ложим, например, что {f < c} ∈ F для любого c из некоторо-
го счетного всюду плотного множества S ⊂ R. По теореме 1.2.11
класс L = {A ∈ B(R) : f−1(A) ∈ F} является σ-алгеброй. Так как
{f < c} ∈ F , то [−∞, c) ∈ L. Класс полупрямых [−∞, c), c ∈ S,
порождает σ-алгебру B(R), и, следовательно, L = B(R). J

1.5.5. Теорема. Пусть измеримые функции fn : Ω→ R, n ∈ N,
определены на любом измеримом пространстве (Ω,F). Тогда функ-
ции supn≥1 fn, infn≥1 fn, lim supn→∞ fn, lim infn→∞ fn измеримы.
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I Функция supn≥1 fn : Ω → R измерима по теореме 1.5.4, так
как {supn≥1 fn ≤ c} = ∩∞n=1{fn ≤ c} ∈ F для любого c ∈ R. От-
сюда следует измеримость остальных перечисленных функций, так
как infn≥1 fn = − supn≥1(−fn), lim supn→∞ fn = infn≥1 supm≥n fm,
lim infn→∞ fn = supn≥1 infm≥n fm. J

Из этой теоремы следует, что максимум f ∨ g = max{f, g} и
минимум f ∧ g = min{f, g} измеримых функций f, g : Ω → R суть
измеримые функции. В частности, положительная часть f+ = f∨0 и
отрицательная часть f− = −(f ∧0) измеримой функции f являются
измеримыми функциями.

1.5.6. Определение. Последовательность {fn}n≥1 вектор-
ных функций fn : Ω→ R

d поточечно сходится к векторной функции
f : Ω→ R

d
, если f(ω) = limn→∞ fn(ω) для каждого ω ∈ Ω.

Запись limn→∞ fn(ω) = f(ω) равносильна утверждению, что

‖fn(ω)− f(ω)‖2 =
d∑

k=1

|fk,n(ω)− fk(ω)|2 → 0 при n→∞.

Отсюда следует, что поточечная сходимость векторных функций
fn = (f1,n, . . . , fd,n), n ∈ N, к векторной функции f = (f1, . . . , fd)
равносильна поточечной сходимости вещественных функций fk,n,
n ∈ N, к вещественной функции fk для всех k = 1, . . . , d.

1.5.7. Теорема. Пусть измеримые функции fn : Ω → R
d
,

n ∈ N, определены на измеримом пространстве (Ω,F). Если после-
довательность {fn}n≥1 поточечно сходится к функции f : Ω→ R

d
,

то функция f измерима.
I По теореме 1.5.3 утверждение достаточно доказать для ве-

щественных функций fn : Ω → R, n ∈ N. Функция f измерима по
теореме 1.5.5, так как f = lim supn→∞ fn. J

1.5.8. Определение. Измеримая функция f : Ω → R, опре-
деленная на измеримом пространстве (Ω,F), называется простой,
если она принимает конечное число значений.

Заметим, что простая функция f не может принимать беско-
нечные значения. Если функция f : Ω → R принимает значения
c1, . . . , cn, то f =

∑n
k=1 ck1Ak и множества Ak = {f = ck} ∈ F ,

k = 1, . . . , n, образуют разбиение множества Ω. Другими словами,
они попарно не пересекаются и их объединение равно Ω.

1.5.9. Теорема. Пусть дано измеримое пространство (Ω,F).
Для любой измеримой функции f : Ω → R+ существуют простые
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функции fn : Ω → R+, n ∈ N, такие, что fn ↑ f при n ↑ ∞. Если
функция f ограничена, то limn→∞ supω∈Ω |fn(ω)− f(ω)| = 0.

I Определим функцию φn : Ω→ R+, положив

φn(ω) =

{
k − 1

2n
, если

k − 1

2n
≤ f(ω) <

k

2n
, k ∈ N,

∞, если f(ω) =∞.

Легко видеть, что φn ↑ f при n ↑ ∞. Последовательность {fn}n≥1

простых функций fn = φn1{φn≤n}+n1{φn=∞} возрастает и поточеч-
но сходится к f. Если f ≤ c для некоторого числа c ≥ 0, то fn ≤ c и
0 ≤ f(ω)− fn(ω) ≤ 2−n для всех n ∈ N и ω ∈ Ω. J

1.5.10. Следствие. Пусть дано любое измеримое простран-
ство (Ω,F). Для любой измеримой функции f : Ω → R существу-
ет последовательность {fn}n≥1 простых функций fn : Ω → R, ко-
торая поточечно сходится к f . Если функция f ограничена, то
{fn(ω)}n≥1 сходится к f(ω) равномерно по ω ∈ Ω.

I Следует записать функцию f в виде разности f = f+−f− ее
положительной и отрицательной частей и затем применить теорему
1.5.9 к функциям f+ и f−. J

1.5.11. Теорема. Пусть измеримые функции f, g : Ω → R
определены на некотором измеримом пространстве (Ω,F). Если
функции f ± g, fg, f/g корректно определены, то они измеримы.

I Корректность определения функций f ± g, fg, f/g означа-
ет, что не могут иметь место неопределенности вида (±∞) + (∓∞),
(±∞)×(∓∞),±∞/0. Если f и g – простые функции, то f±g, fg, f/g
– также простые функции. По следствию 1.5.10 существуют после-
довательности {fn}n≥1 и {gn}n≥1 простых функций fn, gn : Ω → R,
которые поточечно сходятся к функциям f и g. Отсюда следует,
что последовательности {fn±gn}n≥1,{fngn}n≥1, {fn/gn}n≥1 простых
функций поточечно сходятся к функциям f ± g, fg, f/g. Эти функ-
ции измеримы по теореме 1.5.7. Следует позаботиться, чтобы отно-
шение fn/gn было корректно определено. J

Из теорем 1.5.3 и 1.5.11, в частности, следует, что корректно
определенная линейная комбинация af + bg, a, b ∈ R, измеримых
функций f = (f1, . . . , fd), g = (g1, . . . , gd) : Ω→ R

d измерима.
Далее речь пойдет об измеримых функциях, определенных на

пространстве с мерой (Ω,F ,µ). Некоторое утверждение или свой-
ство, касающееся точек множества Ω, выполняется µ-почти всюду
(п.в.), если оно выполняется для всех ω ∈ Ω за исключением точек
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из некоторого измеримого множества нулевой µ-меры. Упоминание
о мере будет опускаться, если ясно, о какой мере идет речь. На-
пример, функции f, g : Ω → R

d равны п.в., если {f 6= g} ∈ F и
µ{f 6= g} = 0. Функция f конечна п.в., если {‖f‖ = ∞} ∈ F и
µ{‖f‖ =∞} = 0. Последовательность {fn}n≥1 функций fn : Ω→ R

d

сходится п.в. к функции f : Ω→ R
d
, если A = {limn→∞ fn = f} ∈ F

и µ{Ac} = 0. Последовательность {fn}n≥1 фундаментальна п.в., ес-
ли B = {limn,m→∞ ‖fn − fm‖ = 0} ∈ F и µ{Bc} = 0.

1.5.12. Теорема. Пусть измеримые функции fn : Ω → R
d
,

n ∈ N, определены на пространстве с мерой (Ω,F ,µ).
(i) Если последовательность {fn}n≥1 сходится п.в. к некоторой
функции f : Ω → R

d
, то найдется измеримая функция g : Ω → R

d

такая, что f = g п.в.
(ii) Если последовательность {fn}n≥1 сходится п.в. к функциям
f, g : Ω→ R

d, то f = g п.в.
(iii) Последовательность {fn}n≥1 сходится п.в. к некоторой п.в.
конечной функции, если и только если она фундаментальна п.в.

I (i). По теореме 1.5.3 можно считать, что d = 1. По предполо-
жению множество A = {limn→∞ fn = f} ⊆ Ω измеримо и µ{Ac} = 0.
По теореме 1.5.5 функция g = lim infn→∞ fn измерима. Функции f
и g совпадают на множестве A, и, следовательно, f = g п.в.

(ii). Множество G точек ω ∈ Ω, для которых последователь-
ность {fn(ω)}n≥1 сходится к f(ω) и g(ω), измеримо и µ{Gc} = 0.
Для любого ω ∈ G справедливо равенство f(ω) = g(ω).

(iii). Утверждение является следствием критерия Коши: после-
довательность {fn(ω)}n≥1,ω ∈ Ω, сходится к некоторой точке из Rd

тогда и только тогда, когда она фундаментальна. J
1.5.13. Определение. Пусть измеримые, конечные функции

f, fn : Ω → Rd, n ∈ N, определены на некотором пространстве с ме-
рой (Ω,F ,µ). Последовательность {fn}n≥1 сходится по мере к f,
если limn→∞ µ{‖fn − f‖ > ε} = 0 для любого ε > 0. Последо-
вательность {fn}n≥1 называется фундаментальной по мере, если
limn,m→∞ µ{‖fn − fm‖ > ε} = 0 для любого ε > 0.

В силу неравенства ‖fn − fm‖ ≤ ‖fn − f‖ + ‖f − fm‖ последо-
вательность {fn}n≥1 фундаментальна по мере, если она сходится по
мере к f. Если {fn}n≥1 сходится по мере к функциям f и g, то f = g
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п.в. Действительно, предельный переход n→∞ в неравенстве

µ{‖f − g‖ > ε} ≤ µ{‖f − fn‖ > ε/2}+ µ{‖fn − g‖ > ε/2}

ведет к равенству µ{‖f − g‖ > ε} = 0 для любого ε > 0. Отсюда
следует, что µ{‖f − g‖ > 0} ≤

∑∞
n=1 µ{‖f − g‖ > 1/n} = 0.

Следующая теорема Рисса (Frigyes Riesz) играет важную роль
в теории интегрирования.

1.5.14. Теорема. Пусть измеримые функции fn : Ω → Rd,
n ∈ N, определены на пространстве с мерой (Ω,F ,µ). Если последо-
вательность {fn}n≥1 фундаментальна по мере, то она содержит
подпоследовательность {fkn}n≥1, которая сходится п.в. к некото-
рой измеримой функции f : Ω→ Rd.

I В силу условия limn,m→∞ µ{‖fn − fm‖ > ε} = 0 для лю-
бого ε > 0 найдется последовательность {fkn}n≥1, kn < kn+1, та-
кая, что µ{‖fkn − fkn+1‖ > 2−n} < 2−n для всех n ∈ N. Множество
D = ∩∞m=1 ∪∞n=m {‖fkn − fkn+1‖ > 2−n} ∈ F имеет нулевую µ-меру.
Поэтому ряд

∑∞
n=1 ‖fkn − fkn+1‖ сходится на дополнении Dc множе-

ства D. Отсюда следует, что для любогоω ∈ Dc последовательность
{fkn(ω)}n≥1 сходится к некоторой точке g(ω) ∈ Rd. Последователь-
ность {gkn}n≥1 измеримых функций gkn = fkn1Dc , поточечно схо-
дится к функции f : f(ω) = g(ω), если ω ∈ Dc, и f(ω) = 0, если
ω ∈ D. По теореме 1.5.7 функция f измерима. Последовательность
{fkn}n≥1 сходится п.в. к f. J

1.5.15. Теорема. Пусть измеримые функции fn : Ω → Rd,
n ∈ N, определены на пространстве с мерой (Ω,F ,µ). Последова-
тельность {fn}n≥1 сходится по мере тогда и только тогда, когда
она фундаментальна по мере.

I Требуется только доказать, что фундаментальная по мере
последовательность {fn}n≥1 сходится по мере к некоторой измери-
мой функции f. По теореме Рисса найдется подпоследовательность
{fkn}n≥1, которая сходится п.в. к некоторой измеримой функции
f : Ω → Rd. Для любого n ∈ N, n > k1, найдется km такое, что
km ≤ n < km+1. Для любого ε > 0 выполняется неравенство

µ{‖fn − f‖ > ε} ≤ µ{‖fn − fkm‖ > ε/2}+ µ{‖fkm − f‖ > ε/2},

из которого следует, что limn→∞ fn = f по мере. J
1.5.16. Теорема. Пусть дано пространство с мерой (Ω,F ,µ).

Если An ∈ F , n ∈ N,
∑∞

n=1 µ{An} <∞, то µ{∩∞m=1 ∪∞n=m An} = 0.
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I Теорема содержится в теореме 1.4.13, по которой

µ{∩∞m=1 ∪∞n=m An} = lim
m→∞

µ{∪∞n=mAn} ≤ lim
m→∞

∞∑
n=m

µ{An} = 0. J

Теорема 1.5.16 называется леммой Бореля –Кантелли в честь Боре-
ля (Félix Edouard Justine Émile Borel) и Кантелли (Francesco Paolo
Cantelli), впервые доказавших эту теорему для меры µ, удовлетво-
ряющей условию µ{Ω} = 1.

Нам понадобится знаменитая теорема Лузина (Николай Нико-
лаевич Лузин) об аппроксимации борелевских функций f : Rd → R
непрерывными функциями. Напомним, что носителем функции f
называется замыкание множества {f 6= 0} = {x ∈ Rd : f(x) 6= 0}.

1.5.17. Теорема. Пусть даны мера µ : B(Rd) → R+, конечная
на каждом шаре Br = {x ∈ Rd : ‖x‖ < r}, r > 0, и борелевская
функция f : Rd → R. Если A ∈ B(Rd),µ{A} < ∞ и f(x) = 0 для
всех x ∈ Ac, то для любого ε > 0 найдется непрерывная функция
g : Rd → R с компактным носителем такая, что

sup
x∈Rd

|g(x)| ≤ sup
x∈Rd

|f(x)|,µ{f 6= g} < ε. (1.5.1)

I Теорема будет доказана в несколько этапов. (i). Теорема вер-
на для индикаторной функции f = 1K любого компактного множе-
ства K ⊂ Rd. Напомним, что величина ρ(x,K) = inf{‖x−y‖ : y ∈ K}
называется расстоянием между точкой x ∈ Rd и множеством K.
Функция ρ(x,K), x ∈ Rd, непрерывна и обращается в ноль только
в точках x ∈ K. По теореме 1.4.23 для любого ε > 0 существует
открытое множество O такое, что K ⊆ O и µ{O \ K} < ε. Можно
считать, что множество O ограничено. В противном случае вместо
O можно взять пересечение O ∩ Br с некоторым открытым шаром
Br = {‖x‖ < r}, содержащим K. Такой шар существует, так как K
является компактным множеством. Функция

g(x) =
ρ(x,Oc)

ρ(x,Oc) + ρ(x,K)
, x ∈ Rd, (1.5.2)

непрерывна, ограничена единицей, обращается в ноль на замкнутом
множестве Oc и совпадает с функцией f = 1K на множестве K. За-
метим, что µ{f 6= g} ≤ µ{O \K} < ε. Носитель функции g является
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компактным множеством. Он лежит в замыкании O ограниченного
множества O. Функция g удовлетворяет условиям (1.5.1).

(ii). Докажем теорему для индикаторной функции f = 1A лю-
бого множества A ∈ B(Rd) конечной меры µ{A} < ∞. По теореме
1.4.25 для любого ε > 0 найдется компактное множество K ⊆ A
такое, что µ{A \K} < ε/2. Заметим, что f = 1A = 1K + 1A\K . По
доказанному в (i) для любого ε > 0 найдется непрерывная функция
g : Rd → [0, 1] с компактным носителем такая, что µ{g 6= 1K} < ε/2.
Обозначим B = {1K 6= g}. Функции f и g могут отличаться только
на множества B∪(A\K) и, следовательно, µ{g 6= 1A} < ε. Функция
g удовлетворяет условиям (1.5.1).

(iii). Докажем теорему для любой борелевской функции
f : Rd → [0, 1), которая обращается в ноль на дополнении некото-
рого компактного множества K ∈ B(Rd). Заметим, что µ{K} < ∞.
По доказанному в (i) существует ограниченное открытое множество
O′ такое, что K ⊆ O′. Определим функции

fn(x) =
2n∑
k=1

k − 1

2n
1[(k−1)≤2nf<k](x), x ∈ Rd, n ∈ N.

Возрастающая последовательность {fn}n≥1 простых функций схо-
дится к функции f равномерно по x ∈ Rd. Отсюда следует, что
f = f1 +

∑∞
n=2(fn − fn−1), и ряд сходится равномерно на Rd. Функ-

ции 2f1, 2
n(fn − fn−1), n ≥ 2, являются индикаторными функциями

некоторых подмножеств An, n ∈ N, множества K; другими словами,
2f1 = 1A1 , 2

n(fn − fn−1) = 1An , где An ∈ B(Rd), An ⊆ K для всех
n ∈ N. Функция f является суммой f(x) =

∑∞
n=1 2−n1An(x), x ∈ Rd,

равномерно сходящегося ряда. По доказанному в (ii) для каждого
n ∈ N найдутся компактное множество Kn ⊆ An ⊆ K и ограни-
ченное открытое множество On такие, что µ{An \ Kn} < 2−n−1ε и
µ{On \Kn} < 2−n−1ε. Можно считать, что On ⊆ O′ для всех n ∈ N.
В противном случае вместо On можно взять On ∩ O′. Напомним,
что Kn ⊆ K ⊆ O′. Построим функцию gn, как указано в (1.5.2) с
K = Kn и O = On. Носитель функции gn является компактным под-
множеством замыкания On множества On. Функции 1An и gn могут
отличаться только на множестве (An \Kn) ∪ (On \Kn). Функция

g(x) =

∞∑
n=1

gn(x)

2n
, x ∈ Rd,
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будучи суммой равномерно сходящегося ряда, непрерывна. Она мо-
жет отличаться от f только на множестве ∪∞n=1(An \Kn)∪(On \Kn),
и, следовательно,

µ{f 6= g} ≤
∞∑
n=1

(µ{An \Kn}+ µ{On \Kn}) <
∞∑
n=1

2−nε = ε.

Функция g обращается в ноль на множестве ∩∞n=1O
c
n. Поэтому но-

ситель функции g лежит в замыкании множества ∪∞n=1On ⊆ O′.
Замыкание O′ ограниченного открытого множества O′ ограничено
и, следовательно, компактно. Поэтому носитель функции g явля-
ется компактным множеством. Если supx∈Rd g(x) ≤ supx∈Rd f(x),
то функция g удовлетворяет условиям (1.5.1). В противном случае
можно рассуждать следующим образом.

Обозначим c = supx∈Rd f(x). Определим функцию φ : R+ → R+,
положив φ(t) = t для t ≤ c и φ(t) = c для t > c. Функция φ непре-
рывна. Функция g(x) = φ(g(x)), x ∈ Rd, непрерывна и удовлетво-
ряет условию supx∈Rd g(x) ≤ c. Из легко проверяемого соотношения
{f = g} ⊆ {f = g} следует, что µ{f 6= g} ≤ µ{f 6= g} < ε. Функция g
удовлетворяет условиям (1.5.1).

(iv). Докажем теорему для произвольной борелевской функции
f : Rd → R, которая обращается в ноль на дополнении некоторого
множества A ∈ B(Rd) конечной меры µ{A} < ∞ и удовлетворяет
условию supx∈Rd |f(x)| < c для некоторого c > 0.

Предположим, что теорема справедлива для положительной и
отрицательной частей функции c−1f. Если функции g± и (c−1f)±

удовлетворяют условиям (1.5.1), то функции g = cg+ − cg− и f удо-
влетворяют условиям (1.5.1). Поэтому можно считать, что функ-
ция f неотрицательна, и c = 1. По теореме 1.4.25 для любого ε > 0
найдется компактное множество K ⊆ A такое, что µ{A \K} < ε/2.
Запишем функцию f в виде суммы f = f1K + f1Kc . Функция
φ = f1K обращается в ноль на дополнении компактного мно-
жества K. По доказанному в (iii) найдется непрерывная функция
g : Rd → R+ с компактным носителем такая, что

µ{g 6= f1K} < ε/2, sup
x∈Rd

g(x) ≤ sup
x∈Rd

f(x)1K(x) = sup
x∈Rd

f(x).

Обозначим B = {g 6= f1K}. Функции f и g могут отличаться только
на множестве B ∪ (A \K), и, следовательно, µ{f 6= g} < ε. Функция
g удовлетворяет условиям (1.5.1).
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(v). Докажем теорему в общем случае. По условию функция
f обращается в ноль на дополнении множества A ∈ B(Rd) ко-
нечной меры µ{A} < ∞. Поэтому для любого n ∈ N множество
An = {|f | > n} ∈ B(Rd) лежит в множестве A. Заметим, что An ↓
при n → ∞ и ∩∞n=1An = ∅ и limn→∞ µ{An} = 0 по теореме 1.4.3.
Поэтому для любого ε > 0 найдется m ∈ N такое, что µ{Am} < ε/2.
Заметим, что f = f1A∩Acm + f1(A∩Acm)c . Функция f1A∩Acm удовле-
творяет условиям из (iv). Поэтому найдется непрерывная функция
g : Rd → R с компактным носителем такая, что µ{g 6= f1A∩Acm} < ε/2
и supx∈Rd |g(x)| ≤ supx∈Rd |f(x)1A∩Acm(x)| ≤ supx∈Rd |f(x)|. Обозна-
чим B = {g 6= f1A∩Acm}. Функции f и g могут отличаться только
на множестве B ∪ Am и, следовательно, µ{f 6= g} < ε. Функция g
удовлетворяет условиям (1.5.1). J

1.6. Интегрирование

В этом параграфе приведены необходимые сведения об инте-
грировании измеримых функций по мере.

1.6.1. Определение. Пусть измеримая функция f : Ω → R
определена на пространстве с мерой (Ω,F ,µ). Если f ≥ 0, то инте-
гралом функции f называется величина∫

Ω
f dµ = sup{a1µ{A1}+ · · ·+ anµ{An}},

где точная верхняя грань вычисляется по всем простым функциям
h = a11A1 + · · · + an1An , Ak = {h = ak}, которые удовлетворяют
неравенствам 0 ≤ h ≤ f. Может случиться, что ak = 0 и µ{Ak} =∞
для некоторого k = 1, . . . , n. В этом случае полагают akµ{Ak} = 0.

Величина ∫Ω f dµ =
∫

Ω f
+ dµ −

∫
Ω f
− dµ, если она корректно

определена, называется интегралом функции f. Функция f назы-
вается интегрируемой, если ∫Ω f+ dµ+ ∫Ω f− dµ <∞.

Наряду с обозначением ∫Ω f dµ будет использоваться обозначе-
ние ∫Ω f(ω)µ{dω}.

Пусть даны измеримые функции f, g : Ω→ R+ такие, что f ≤ g.
Если простая функция h удовлетворяет неравенствам 0 ≤ h ≤ f, то
0 ≤ h ≤ g и, следовательно,

0 ≤
∫

Ω
fdµ ≤

∫
Ω
gdµ. (1.6.1)
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Пусть дана любая простая функция f = a11A1 + · · · + an1An ,
где Ak = {f = ak}. Итеграл функции f, если он существует, вычис-
ляется по формуле∫

Ω
fdµ = a1µ{A1}+ · · ·+ anµ{An}. (1.6.2)

Важно, что значение интеграла не зависит от записи простой
функции в виде линейной комбинации индикаторных функций.

1.6.2. Теорема. Интеграл простой функции, если он суще-
ствует, определяется однозначно.

I Пусть простая функция f : Ω → R определена на простран-
стве с мерой (Ω,F ,µ). Предположим, что она допускает две за-
писи f = a11A1 + · · · + an1An и f = b11B1 + · · · + bm1Bm . Мно-
жества Ar = {f = ak} ∈ F , k = 1, . . . , n, а также множества
Bk = {f = bk} ∈ F , k = 1, . . . ,m, образуют разбиения множества
Ω. Если ω ∈ Ak ∩Br, то ak = f(ω) = br и

n∑
k=1

akµ{Ak} =
n∑
k=1

m∑
r=1

akµ{Ak ∩Br} =

=
m∑
r=1

n∑
k=1

brµ{Ak ∩Br} =
m∑
r=1

brµ{Br}. J

Следующая теорема, принадлежащая Леви (Beppo Levi), назы-
вается теоремой о монотонной сходимости.

1.6.3. Теорема. Пусть измеримые функции f, fn : Ω → R+,
n ∈ N, определены на пространстве с мерой (Ω,F ,µ). Если fn ↑ f
при n→∞, то

lim
n→∞

∫
Ω
fn dµ =

∫
Ω
f dµ.

I Так как limn→∞ ∫Ω fn dµ ≤ ∫Ω f dµ в силу (1.6.1), то до-
статочно доказать, что ∫Ω f dµ ≤ limn→∞ ∫Ω fn dµ. Это неравен-
ство обращается в равенство, если limn→∞ ∫Ω fn dµ = ∞. Предпо-
ложим, что limn→∞ ∫Ω f dµ < ∞. Достаточно доказать неравенство
limn→∞ ∫Ω fn dµ ≥ ∫Ω h dµ для любой простой функции h, 0 ≤ h ≤ f.
Запишем h в виде линейной комбинации h = b11B1 + · · · + bm1Bm
индикаторных функций измеримых множеств с неотрицательными
коэффициентами. Обозначим An = {ch ≤ fn} для любого 0 < c < 1.
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Заметим, что An ⊂ An+1,Ω = ∪∞n=1An, Bk = ∪∞n=1Bk ∩ An. В си-
лу теоремы 1.4.3 для каждого k = 1, . . . ,m справедливо равенство
µ{Bk} = limn→∞ µ{Bk∩An}. С учетом неравенства ch1An ≤ fn мож-
но убедиться, что ∫Ω ch1An dµ ≤ ∫Ω fn dµ,

lim
n→∞

∫
Ω
fn dµ ≥ lim

n→∞

∫
Ω
ch1An dµ = lim

n→∞

m∑
k=1

cbkµ{Bk ∩An} =

=

m∑
k=1

cbkµ{Bk} = c

∫
Ω
h dµ.

Отсюда следует, что limn→∞ ∫Ω fn dµ ≥ ∫Ω h dµ при c ↑ 1. J
Следующая теорема, принадлежащая Фату (Pierre Joseph Louis

Fatou), известна под названием леммы Фату.
1.6.4. Теорема. Для любых измеримых функций fn : Ω→ R+,

n ∈ N, справедливо неравенство∫
Ω

lim inf
n→∞

fn dµ ≤ lim inf
n→∞

∫
Ω
fn dµ.

I По теореме 1.5.5 функции f = lim infn→∞ fn и gn = infk≥n fk,
n ∈ N, измеримы. Так как gn ↑ f, gn ≤ fn, то, по теореме 1.6.3,∫

Ω
lim inf
n→∞

fn dµ = lim
n→∞

∫
Ω
gn dµ ≤ lim inf

n→∞

∫
Ω
fn dµ. J

1.6.5. Теорема. Пусть измеримые функции f, g : Ω→ R опре-
делены на пространстве с мерой (Ω,F ,µ).
(i) Если интеграл ∫Ω f dµ существует, то для любого c ∈ R инте-
грал ∫Ω(cf) dµ существует и выполняется равенство∫

Ω
(cf) dµ = c

∫
Ω
f dµ. (1.6.3)

(ii) Если интегралы ∫Ω f dµ и ∫Ω g dµ существуют, сумма инте-
гралов ∫Ω f dµ + ∫Ω g dµ и функция f + g корректно определены, то
интеграл ∫Ω(f + g) dµ существует и выполняется равенство∫

Ω
(f + g) dµ =

∫
Ω
f dµ+

∫
Ω
g dµ. (1.6.4)

I Теорему нетрудно доказать для простых функций с помощью
формулы (1.6.2). Докажем теорему в общем случае.
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(i). Предположим, что c ≥ 0 и f ≥ 0. По теореме 1.5.9 суще-
ствует неубывающая последовательность {fn}≥1 неотрицательных
простых функций, сходящаяся к функции f. Равенство (1.6.3) спра-
ведливо для fn. Отсюда, в силу теоремы 1.6.3, следует, что∫

Ω
cf dµ = lim

n→∞

∫
Ω
cfn dµ = c lim

n→∞

∫
Ω
fn dµ = c

∫
Ω
f dµ.

Предположим теперь, что интеграл ∫Ω f dµ функции f : Ω → R су-
ществует. Если, например, c < 0, то (cf)+ = |c|f−, (cf)− = |c|f+,∫

Ω
cf dµ = |c|

∫
Ω
f− dµ− |c|

∫
Ω
cf+ dµ = c

∫
Ω
f dµ.

(ii). Предположим, что f ≥ 0 и g ≥ 0. По теореме 1.5.9 суще-
ствуют неубывающие последовательности {fn}n≥1 и {gn}n≥1 неот-
рицательных простых функций, которые сходятся поточечно к f и
g. Равенство (1.6.4) выполняется для простых функций. Отсюда, в
силу теоремы 1.6.3, следует, что∫

Ω
(f +g)dµ←

∫
Ω

(fn+gn)dµ =

∫
Ω
fndµ+

∫
Ω
gndµ→

∫
Ω
fdµ+

∫
Ω
gdµ

при n → ∞. Предположим теперь, что функции f и g могут при-
нимать любые значения и величина ∫Ω fdµ+ ∫Ω gdµ конечна. Тогда
функции f и g интегрируемы. Так как равенство (1.6.4) для поло-
жительных функций справедливо, то∫

Ω
f dµ+

∫
Ω
g dµ =

∫
Ω
f+ dµ−

∫
Ω
f− dµ+

∫
Ω
g+ dµ−

∫
Ω
g− dµ =

=

∫
Ω

(f+ + g+) dµ−
∫

Ω
(f− + g−) dµ.

Заметим, что f+ +g+ и f−+g− являются положительной и отрица-
тельной частями функции (f+ + g+)− (f−+ g−). С другой стороны,
эта функция совпадает с функцией f+g. По определению интеграла
должны выполняться равенства∫

Ω
f dµ+

∫
Ω
g dµ =

∫
Ω

(f+ + g+) dµ−
∫

Ω
(f− + g−) dµ =

=

∫
Ω

((f+ + g+)− (f− + g−)) dµ =

∫
Ω

(f + g) dµ.
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Нам осталось исследовать случай, когда величина ∫Ω f dµ + ∫Ω g dµ
бесконечна. Предположим, например, что она равна∞. В этом слу-
чае одно из слагаемых равно ∞, а другое слагаемое равно ∞ или
конечно. Предположим, например, что ∫Ω f dµ =∞ и | ∫Ω g dµ| <∞.
В этом случае все интегралы ∫Ω f− dµ и ∫Ω g± dµ конечны, а инте-
грал ∫Ω f+ dµ равен бесконечности. Функция (f + g)− интегрируема
в силу неравенств (f + g)− ≤ f− + g− и (1.6.1). Из неравенства
f+ = f + g + f− − g ≤ (f + g)+ + f− + g− и соотношений∫

Ω
f+ dµ ≤

∫
Ω

((f+g)++f−+g−) dµ =

∫
Ω

(f+g)+ dµ+

∫
Ω

(f−+g−) dµ

следует, что
∫

Ω(f + g)+ dµ =∞ и, следовательно,∫
Ω
f dµ+

∫
Ω
g dµ =∞ =

∫
Ω

(f + g) dµ.

Эти рассуждения с очевидными изменениями применимы для дока-
зательства остальных утверждений. J

Обозначим Lp(Ω,F ,µ), p > 0, множество измеримых функций
f : Ω → R со свойством ‖f‖p = (∫Ω |f |p dµ)1/p < ∞. Величина ‖f‖p
называется нормой функции f. Множество Lp(Ω,F ,µ) является ве-
щественным линейным пространством.

1.6.6. Следствие. Пусть даны функции f, g∈L1(Ω,F ,µ) и лю-
бые числа a, b ∈ R. Тогда функция af + bg принадлежит L1(Ω,F ,µ)
и выполняется равенство∫

Ω
(af + bg) dµ = a

∫
Ω
f dµ+ b

∫
Ω
g dµ.

1.6.7. Теорема. Пусть измеримая функция f : Ω→ R опреде-
лена на пространстве с мерой (Ω,F ,µ). (i) Если одна из функций
f и |f | интегрируема, то другая функция интегрируема и выпол-
няется неравенство | ∫Ωfdµ| ≤ ∫Ω |f |dµ.
(ii) Если f = 0 п.в., то f – интегрируемая функция и ∫Ω f dµ = 0.
(iii) Если f – интегрируемая функция, то µ{|f | =∞} = 0.
(iv) Если f ≥ 0, то εµ{f ≥ ε} ≤ ∫Ω f dµ для любого ε > 0.
(v) Если f ≥ 0 п.в. и ∫Ω f dµ = 0, то f = 0 п.в.

I Утверждения (i) – (ii), как легко видеть, непосредственно
следуют из определения понятия интеграла.
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(iii). Если µ{|f | =∞} > 0, то получается противоречие

∞ =∞ · µ{|f | ≥ ε} =

∫
Ω
|f |1{|f |=∞} dµ ≤

∫
Ω
|f | dµ <∞.

(iv). Следует применить неравенство (1.6.1) к ε1{f≥ε} и f :

εµ{f ≥ ε} =

∫
Ω
ε1{f≥ε} dµ ≤

∫
Ω
f dµ.

Это неравенство называется неравенством Маркова –Чебышева
(Андрей Андреевич Марков и Пафнутий Львович Чебышев).

(v). По неравенству Маркова –Чебышева для любого ε > 0 вы-
полняется равенство εµ{f ≥ ε} = 0. Отсюда, в свою очередь, следу-
ет, что µ{f > 0} ≤

∑∞
n=1 µ{f > 1/n} = 0. J

1.6.8. Теорема. Пусть даны измеримые функции f, g : Ω→ R,
интегралы которых существуют.
(i) Если g ≤ f п.в., то ∫Ω g dµ ≤ ∫Ω f dµ.
(ii) Если f = g п.в., то ∫Ω g dµ = ∫Ω f dµ.

I (i). Требуемое неравенство выполняется, если ∫Ω g dµ = −∞
или ∫Ω f dµ = ∞. Поэтому можно считать, что ∫Ω g dµ > −∞ и
∫Ω f dµ < ∞. Это означает, что функции f и g интегрируемы и,
следовательно, 0 ≤ ∫Ω(f − g) dµ = ∫Ω f dµ− ∫Ω g dµ по теореме 1.6.5.

(ii). Утверждение следует из (i). J
1.6.9. Теорема. Пусть измеримые функции f, fn : Ω → R,

n ∈ N, определены на пространстве с мерой (Ω,F ,µ). Если fn ↑ f и
∫Ω(infn≥1 fn) dµ > −∞ или если fn ↓ f и ∫Ω(supn≥1 fn) dµ <∞, то

lim
n→∞

∫
Ω
fn dµ =

∫
Ω
f dµ. (1.6.5)

I Обозначим φ = infn≥1 fn. Если fn ↑ f, то имеет место схо-
димость 0 ≤ (fn − φ) ↑ (f − φ) при n → ∞. Заметим, что суммы
∫Ωφ dµ+ ∫Ω(fn−φ) dµ и ∫Ωφ dµ+ ∫Ω(f −φ) dµ корректно определе-
ны. Утверждение (1.6.5) следует из теорем 1.6.3 и 1.6.5 и следующих
соотношений∫

Ω
f dµ =

∫
Ω
φ dµ+

∫
Ω

(f −φ) dµ =

∫
Ω
φ dµ+ lim

n→∞

∫
Ω

(fn−φ) dµ =

= lim
n→∞

(∫
Ω
φ dµ+

∫
Ω

(fn − φ) dµ
)

= lim
n→∞

∫
Ω
fn dµ.
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Аналогично можно доказать другое утверждение. Обозначим
ψ = supn≥1 fn. Если fn ↓ f, то 0 ≤ (ψ − fn) ↑ (ψ − f) при n → ∞.
Далее можно воспользоваться знакомыми рассуждениями. J

1.6.10. Теорема. Если p ∈ (1,∞), q = p/(p−1), f ∈ Lp(Ω,F ,µ),
g ∈ Lq(Ω,F ,µ), то fg ∈ L1(Ω,F ,µ) и выполняется неравенство
Гельдера (Ludwig Otto Hölder)∫

Ω
|fg| dµ ≤

(∫
Ω
|f |p dµ

)1/p(∫
Ω
|g|q dµ

)1/q
. (1.6.6)

I Обозначим ap = ∫Ω |f |p dµ и bq = ∫Ω |g|q dµ. Если ab = 0, то fg = 0
п.в. и, следовательно, неравенство (1.6.6) выполняется. Далее пред-
полагается, что 0 < ab <∞. Отсюда, в силу теоремы 1.6.7, следует,
что |f(ω)| < ∞ и |g(ω)| < ∞ для почти всех ω ∈ Ω. Обозначим
Ω′ = {ω ∈ Ω : 0 < |f(ω)g(ω)| < ∞}. Для любого ω ∈ Ω′ найдут-
ся t, t′ ∈ R такие, что |f(ω)|/a = et/p и |g(ω)|/b = et

′/q. Функция
ex, x ∈ R, является выпуклой. Так как 1/p+ 1/q = 1, то

|f(ω)|
a

|g(ω)|
b

= et/p+t
′/q ≤ 1

p
et +

1

q
et
′

=
1

p

|f(ω)|p

ap
+

1

q

|g(ω)|q

bq
.

Отсюда, после интегрирования, следует, что∫
Ω

|f |
a

|g|
b
dµ =

∫
Ω′

|f |
a

|g|
b
dµ ≤

∫
Ω

|f |p

ap
dµ+

∫
Ω

|g|q

bq
dµ =

1

p
+

1

q
= 1.

Неравенство (1.6.6) получается после умножения на ab. J
При p = q = 2 неравенство (1.6.6) известно под названием нера-

венства Коши–Буняковского (Augustin Louis Cauchy, Виктор Яко-
влевич Буняковский).

1.6.11. Теорема. Если p ∈ [1,∞), f, g ∈ Lp(Ω,F ,µ), то функ-
ция f + g принадлежит Lp(Ω,F ,µ) и выполняется неравенство
Минковского (Hermann Minkowski)(∫

Ω
|f + g|p dµ

)1/p
≤
(∫

Ω
|f |p dµ

)1/p
+
(∫

Ω
|g|p dµ

)1/p
. (1.6.7)

I Из неравенства |f + g|p ≤ 2p(|f |p + |g|p), теоремы 1.6.8 и
линейного свойства интеграла следует, что функция (|f | + |g|)p ин-
тегрируема. Попутно также доказано неравенство (1.6.7) для p = 1.
Предположим, что 1 < p < ∞. Обозначим q = p/(p − 1) и заметим,
что (p− 1)q = p. Воспользуемся соотношениями

|f + g|p ≤ (|f |+ |g|)p = |f |(|f |+ |g|)p−1 + |g|(|f |+ |g|)p−1
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и неравенством Гельдера∫
Ω
|f |(|f |+ |g|)p−1 dµ ≤ (

∫
Ω
|f |p dµ)1/p(

∫
Ω

(|f |+ |g|)(p−1)q dµ)1/q.

В этом неравенстве функции f и g можно поменять ролями. Из этих
неравенств следует, что∫

Ω
|f+g|p dµ ≤

(∫
Ω

(|f |+|g|)p dµ
)1/q(

(

∫
Ω
|f |p dµ)1/p+(

∫
Ω
|g|p dµ)1/p

)
.

Обозначим A интеграл слева. Так как 1/p+1/q = 1, то A = A1/pA1/q.
Отсюда и из предыдущего неравенства следует (1.6.7). J

1.6.12. Теорема. Пусть даны пространство с мерой
(Ω1,F1,µ), измеримое пространство (Ω2,F2), измеримая функция
f : Ω2 → R, измеримое отображение L : Ω1 → Ω2. Тогда функция
µL−1{A} = µ{L−1(A)}, A ∈ F2, является мерой и выполняется
равенство∫

Ω2

f(ω2)µL−1{dω2} =

∫
Ω1

f(L(ω1))µ{dω1} (1.6.8)

в том смысле, что из существования одного из этих интегралов
вытекает существование другого и оба интеграла равны.

I Тот факт, что функция µL−1 является мерой на F2, следует
из свойств прообразов, перечисленных в теореме 1.2.10.

Равенство (1.6.8) нетрудно доказать для любой F2-простой из-
меримой функции f. Отсюда, в силу теорем 1.5.9 и 1.6.3, следу-
ет, что равенство (1.6.8) выполняется для любой неотрицательной
F2-измеримой функции f. Общий случай следует из представления
f = f+ − f− и свойства линейности интегралов. J

1.6.13. Определение. Пусть существует интеграл ∫Ω fdµ из-
меримой функции f : Ω → R. Функция ∫A f dµ = ∫Ω f1A dµ, A ∈ F ,
называется неопределенным интегралом функции f.

Подчеркнем, что существование интеграла ∫Ω f dµ влечет су-
ществование интеграла ∫A f dµ для любого A ∈ F .

1.6.14. Теорема. Пусть даны пространство (Ω,F ,µ) со
счетно-конечной мерой и измеримая функция g : Ω→ R такая, что
интеграл ∫Ω g dµ существует. Обозначим µg{A} =

∫
Ag dµ, A ∈ F .

(i) Функция µg является счетно-конечным зарядом.
(ii) Если g ≥ 0, то функция µg является счетно-конечной мерой и
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∫Ω fg dµ = ∫Ω f dµg для любой измеримой функции f : Ω → R, для
которой существует один из указанных интегралов.
(iii) Если g – интегрируемая функция, то µg – конечный заряд.

I Утверждение (ii) следует из теоремы 1.6.3. Действительно,
если множество A = ∪∞n=1An является объединением счетного числа
попарно непересекающихся измеримых множеств, то

µ{A} =

∫
Ω

1A dµ = lim
n→∞

∫
Ω

n∑
k=1

1Ak dµ = lim
n→∞

n∑
k=1

µ{Ak} =
∞∑
k=1

µ{Ak}.

Утверждения (i) и (iii) являются следствиями утверждения (ii) и
определения интеграла ∫Ω g dµ = ∫Ω g+ dµ − ∫Ω g− dµ. Далее, равен-
ство ∫Ω g dµ = ∫Ω f dµg следует из теоремы 1.6.12. J

1.6.15. Теорема. Пусть даны пространство (Ω,F ,µ) со
счетно-конечной мерой и измеримые функции f, g : Ω → R. Если
интегралы ∫Ω f dµ и ∫Ω g dµ существуют и для любого A ∈ F вы-
полняется неравенство ∫A g dµ ≤ ∫A f dµ, то g ≤ f п.в.

I Предположим, что мера µ конечна. Обозначим

Ω1 = {g > f, |f | <∞, |g| <∞},Ω2 = {f = −∞, g > −∞}.

Достаточно убедиться, что множества Ω1 и Ω2 имеют нулевую меру.
Обозначим An,ε = {g > f + ε, |f | ≤ n, |g| ≤ n} для любых ε > 0 и
n ∈ N. Так как функции f и g измеримы, то Aε,n ∈ F . Из условия
теоремы следует, что

εµ{Aε,n} ≤
∫
Aε,n

(g − f) dµ =

∫
Aε,n

g dµ−
∫
Aε,n

f dµ ≤ 0.

Отсюда, в свою очередь, следует, что

µ{g > f + ε, |f | <∞, |g| <∞} ≤
∞∑
n=1

µ{Aε,n} = 0,

µ{Ω1} ≤
∞∑
m=1

µ{g > f +
1

m
, |f | <∞, |g| <∞} = 0.

Обозначим An = {f = −∞, g > −n}. Из неравенств

−n · µ{An} =

∫
An

g dµ ≤
∫
An

f dµ = −∞ · µ{An}
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следует, что µ{An} = 0 и µ{Ω2} ≤
∑∞

n=1 µ{An} = 0.
Предположим теперь, что мера µ счетно-конечна. Найдутся

попарно непересекающиеся множества Cn ∈ F , n ∈ N, такие, что
Ω = ∪∞n=1Cn и µ{Cn} < ∞. По условию для любого A ∈ F выпол-
няется неравенство ∫A∩Cn f dµ ≤ ∫A∩Cn g dµ. По доказанному выше
выполняется неравенство f ≤ g п.в. на множестве Cn для любого
n ∈ N. Отсюда следует, что f ≤ g п.в. J

Перед следствием 1.6.6 была определена норма ‖f‖p функ-
ции f ∈ Lp(Ω,F ,µ). Очевидно, что она удовлетворяет условиям:
‖f‖p ≥ 0 и ‖cf‖p = |c|‖f‖p для любого c ∈ R. Равенство ‖f‖p = 0
равносильно равенству f = 0 п.в. Если p ≥ 1, то выполняется нера-
венство треугольника ‖f − g‖p ≤ ‖f − φ‖p + ‖φ − g‖p для любых
функций f, g,φ ∈ Lp(Ω,F ,µ).

Последовательность {fn}n≥1 функций из Lp(Ω,F ,µ) сходится
по норме ‖·‖p к функции f ∈ Lp(Ω,F ,µ), если limn→∞ ‖fn−f‖p = 0.
Последовательность {fn}n≥1 называется фундаментальной по нор-
ме ‖ · ‖p, если limn,m→∞ ‖fn − fm‖p = 0.

1.6.16. Теорема. Любая фундаментальная по норме ‖ · ‖p по-
следовательность {fn}n≥1 функций из Lp(Ω,F ,µ), p ≥ 1, сходится
по норме ‖ · ‖p к некоторой функции f ∈ Lp(Ω,F ,µ).

I Пусть функции fn ∈ Lp(Ω,F ,µ), n ∈ N, удовлетворяют усло-
вию limn,m→∞ ‖fn− fm‖p = 0. По неравенству Маркова –Чебышева,
εpµ{|fn − fm| > ε} ≤ ‖fn − fm‖pp, ε > 0, последовательность {fn}n≥1

фундаментальна по мере. По теореме Рисса (теорема 1.5.14) су-
ществует подпоследовательность {fkn}n≥1, которая сходится п.в. к
некоторой измеримой функции f : Ω → R. По теореме 1.6.4 выпол-
няются следующие соотношения

‖f‖p ≤ lim inf
m→∞

‖fkm‖p ≤ sup
n≥1
‖fn‖p <∞,

‖f − fn‖p ≤ lim inf
m→∞

‖fkm − fn‖p ≤ sup
m≥n
‖fm − fn‖p.

Отсюда следует, что f ∈ Lp(Ω,F ,µ) и limn→∞ ‖f − fn‖p = 0. J
Следующая теорема, принадлежащая Витали (Giuseppe Vitali),

содержит достаточные условия для сходимости последовательно-
стей функций в среднем данного порядка.

1.6.17. Теорема. Если последовательность {fn}n≥1 функций
fn ∈ Lp = Lp(Ω,F ,µ), p ≥ 1, сходится п.в. или по мере к функции
f ∈ Lp и limn→∞ ‖fn‖p = ‖f‖p, то limn→∞ ∫Ω |f − fn|p dµ = 0.
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I Предположим, что f = limn→∞ fn п.в. Заметим, что последо-
вательность {2p(|fn|p+|f |p)−|fn−f |p}n≥1 неотрицательных функций
сходится почти всюду к функции 2p+1|f |p. С помощью теоремы 1.6.4
можно убедиться, что

2p+1

∫
Ω
|f |p dµ ≤ lim inf

n→∞

∫
Ω

(2p(|fn|p + |f |p)− |fn − f |p) dµ =

= 2p+1

∫
Ω
|f |p dµ− lim sup

n→∞

∫
Ω
|fn − f |p dµ.

Отсюда следует, что limn→∞ ∫Ω |f − fn|p dµ = 0.
Пусть limn→∞ fn = f по мере и lim supn→∞ ∫Ω|fn − f |p dµ > 0.

Тогда limn→∞ ∫Ω|fkn − f |p dµ = c > 0 для некоторой последователь-
ности {fkn}n≥1. Можно считать, что limn→∞ fkn = f п.в. В против-
ном случае по теореме 1.5.14 найдется подпоследовательность после-
довательности {fkn}n≥1, которая сходится п.в. к f. По доказанному
выше c = 0 и, следовательно, limn→∞ ∫Ω|fn − f |p dµ = 0. J

Теорему Витали существенным образом дополняет следующая
теорема, известная как теорема об ограниченной сходимости.

1.6.18. Теорема. Если последовательность {fn}n≥1 функций
fn ∈ Lp(Ω,F ,µ), p ≥ 1, сходится п.в. или по мере к измеримой
функции f : Ω→ R и g = supn∈N |fn| ∈ Lp, то f ∈ Lp(Ω,F ,µ) и

lim
n→∞

∫
Ω
|f − fn|p dµ = 0.

I Предположим, что f = limn→∞ fn п.в. Так как |fn| ≤ |g|, то
|f | ≤ |g| п.в. По теореме 1.6.8 функция |f |p интегрируема. Заметим,
что 2pgp − |fn − f |p ≥ 0 п.в. и limn→∞(2pgp − |fn − f |p) = 2pgp п.в.
По теореме 1.6.4 выполняются следующие соотношения∫

Ω
2pgp dµ ≤ lim inf

n→∞

∫
Ω

(2pgp − |f − fn|p) dµ =

=

∫
Ω

2pgp dµ− lim sup
n→∞

∫
Ω
|f − fn|p dµ.

Отсюда следует, что limn→∞ ∫Ω |f − fn|p dµ = 0.
Если limn→∞ fn = f по мере, то по аналогии с доказательством

теоремы 1.6.17, можно убедиться, что limn→∞ ∫Ω |fn−f |pdµ = 0. J
Если Ω является евклидовым пространством Rd, то простран-

ство (Rd,B(Rd),µ) обладает рядом специальных свойств, два из ко-
торых описаны в следующих двух теоремах.
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1.6.19. Теорема. Пусть дана мера µ : B(Rd) → R+, конечная
на каждом шаре µ{Br} <∞ конечного радиуса r > 0. Тогда для лю-
бой функции f ∈ Lp(Rd,B(Rd),µ), p ≥ 1, существуют непрерывные
функции gn, n ∈ N, из Lp(Rd,B(Rd),µ) такие, что

lim
n→∞

∫
Rd
|gn(x)− f(x)|pµ{dx} = 0. (1.6.9)

I В силу теоремы 1.5.9, следствия 1.5.10 и теоремы 1.6.18
существует последовательность {fn}n≥1 простых функций из про-
странства Lp(Rd,B(Rd),µ) такая, что limn→∞ ‖fn − f‖p = 0. Если
для любого n ∈ N существует непрерывная функция gn такая, что
‖fn − gn‖p < 1/n, то ‖gn − f‖p ≤ ‖gn − fn‖p + ‖fn − f‖p → 0 при
n → ∞. Поэтому теорему достаточно доказать для любой простой
функции f ∈ Lp(Rd,B(Rd),µ). Функцию f можно записать в ви-
де линейной комбинации f = c11A1 + · · · + cm1Am индикаторных
функций измеримых множеств с вещественными коэффициентами.
Теорему достаточно доказать для любой индикаторной функции
f = 1A ∈ Lp(Rd,B(Rd),µ). Множество A ∈ B(Rd) должно иметь
конечную меру µ. По теореме Лузина (теорема 1.5.17) для любого
ε > 0 существует непрерывная функция g : Rd → R с компактным
носителем B ⊆ A такая, что

µ{g 6= 1A} <
ε

2p(µ{A}+ 1)
, sup
x∈Rd

|g(x)| ≤ sup
x∈Rd

1A = 1.

Отсюда следует, что ‖g − f‖p ≤ ε. Для ε = 1/n, n ∈ N найдется
непрерывная функция gn такая, что ‖gn − f‖p < 1/n. Требуемые
функции gn, n ∈ N, построены. J

1.6.20. Теорема. Пусть дана борелевская функция f : R → R.
Если интеграл Лебега ∫R |f(x)|pdx, p ≥ 1, конечен, то

lim
t→0

∫
R
|f(x+ t)− f(x)|pdx = 0. (1.6.10)

I Мера Лебега удовлетворяет условию из теоремы 1.6.19. По-
этому для любого ε > 0 найдется непрерывная функция g : R → R
такая, что ∫R |g(x)− f(x)|pdx < 2−2p−1ε. По теореме 1.4.29 мера Ле-
бега инвариантна относительно сдвигов, и, следовательно,∫

R
|f(x+ t)− g(x+ t)|pdx =

∫
R
|f(x)− g(x)|pdx < ε

22p+1
.
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С помощью знакомого неравенства |a+b|p ≤ 2p(|a|p+|b|p) для a, b ∈ R
можно убедиться, что∫

R
|f(x+ t)− f(x)|pdx ≤ 2p

∫
R
|g(x+ t)− g(x)|pdx+

+ 22p

∫
R
|f(x+ t)− g(x+ t)|pdx+ 22p

∫
R
|f(x)− g(x)|pdx ≤

≤ 2p
∫

R
|g(x+ t)− g(x)|pdx+ ε.

Ниже будет доказано, что

lim
t→0

∫
R
|g(x+ t)− g(x)|pdx = 0. (1.6.11)

Отсюда следует, что lim supt→0 ∫R |f(x+t)−f(x)|pdx ≤ ε. Тем самым
будет доказано (1.6.10), так как число ε > 0 можно взять произволь-
но малым. Докажем (1.6.11). Возьмем произвольную последователь-
ность {tn}n≥1, сходящуюся к нулю. Так как функция g непрерывна,
то limn→∞ g(x+ tn) = g(x) для любого x ∈ R. Выше отмечалось, что
мера Лебега обладает свойством инвариантности, и, следовательно,
∫R |g(x+tn)−g(x)|p dx. Требуемое утверждение (1.6.11) выполняется
по теореме Витали. J

1.6.21. Интегрирование комплексных функций. Функ-
цию f : Ω → C с комплексными значениями можно записать в ви-
де линейной комбинации f = f1 + if2 вещественных функций, где
i =
√
−1 – мнимая единица. Функция f называется измеримой (ин-

тегрируемой), если f1 и f2 – измеримые (интегрируемые) функции.
Интеграл функции f = f1 + if2 по мере µ определяется по формуле
∫Ω fdµ = ∫Ω f1dµ + i ∫Ω f2dµ. Так как |f |2 = |f1|2 + |f2|2, |f1| ≤ |f |,
|f2| ≤ |f |, то комплексная функция интегрируема тогда и только то-
гда, когда ее модуль – интегрируемая функция. На интегралы ком-
плексных функций распространяются многие теоремы, доказанные
в этом параграфе для вещественных функций.

1.7. Прямое произведение мер

Имеется правило построения мер на декартовых произведени-
ях пространств с мерами по мерам из пространств-сомножителей.
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1.7.1. Определение. Пусть даны множества Ω и Ω′. Для лю-
бого множества A ⊆ Ω × Ω′ и для любых точек ω ∈ Ω и ω′ ∈ Ω′

множество Aω = {ω′ ∈ Ω′ : (ω,ω′) ∈ A} и аналогичное множе-
ство Aω′ = {ω ∈ Ω: (ω,ω′) ∈ A} называются сечениями множе-
ства A в точках ω и ω′. Для любой функции двух переменных
f : Ω × Ω′ → R функция fω(ω′) = f(ω,ω′),ω′ ∈ Ω′, и аналогичная
функция fω

′
(ω) = f(ω,ω′),ω ∈ Ω, называются сечениями функ-

ции f в точках ω и ω′.
1.7.2. Теорема. Пусть (Ω×Ω′,F⊗F ′) является прямым про-

изведением измеримых пространств (Ω,F) и (Ω′,F ′). Тогда все се-
чения любого множества A ∈ F⊗F ′ измеримы и все сечения любой
измеримой функции f : Ω× Ω′ → R измеримы.

I Докажем, например, что сечение Aω произвольного множе-
ства A ∈ F ⊗ F ′ в любой точке ω ∈ Ω принадлежит сигма-алгебре
F ′. Обозначим Lω класс множеств A ∈ F ⊗ F ′ таких, что Aω ∈ F ′.
Класс Lω содержит любой прямоугольник A = E × F со сторонами
E ∈ F и F ∈ F ′, так как Aω = F ∈ F ′, если ω ∈ E, и Aω = ∅ ∈ F ′,
еслиω /∈ E. Нетрудно убедиться, что класс Lω является σ-алгеброй.
По теореме 1.2.7 выполняется равенство Lω = F ⊗ F ′.

Аналогично можно доказать второе утверждение. Докажем,
например, что для любого ω ∈ Ω функция fω : Ω′ → R является
F ′-измеримой. Утверждение справедливо для любой простой функ-
ции f =

∑n
k=1 ck1Ak , Ak ∈ F ⊗ F ′, ck ∈ R, k = 1, . . . , n, так как

fω =
∑n

k=1 ck1(Ak)ω . Далее, по следствию 1.5.10 произвольная из-
меримая функция f : Ω × Ω′ → R является поточечным пределом
простых функций fn : Ω × Ω′ → R, n ∈ N. Сечение fω измеримо от-
носительно F ′ по теореме 1.5.7, так как fω = limn→∞(fn)ω. J

1.7.3. Теорема. Для любых пространств со счетно-конеч-
ными мерами (Ω,F ,µ) и (Ω′,F ′,µ′) функция µ⊗ µ′ : F ⊗ F ′ → R+,

(µ⊗ µ′){A} =

∫
Ω
µ′{Aω}µ{dω} =

∫
Ω′
µ{Aω′}µ′{dω′},

является счетно-конечной мерой. Она однозначно определяется
условием

(µ⊗ µ′){A×B} = µ{A}µ′{B}, A ∈ F , B ∈ F ′. (1.7.1)

I Теорему достаточно доказать для конечных мер µ и µ′. Обозначим
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L класс множеств A ∈ F ⊗F ′, для которых выполняется равенство∫
Ω
µ′{Aω}µ{dω} =

∫
Ω′
µ{Aω′}µ′{dω′}. (1.7.2)

Нетрудно видеть, что класс L является λ-классом. Он содержит все
прямоугольники E ×F со сторонами E ∈ F и F ∈ F ′. Действитель-
но, оба интеграла в (1.7.2) равны µ{E}µ′{F}. Заметим, что класс
всех измеримых прямоугольников является π-классом и порожда-
ет сигма-алгебру F ⊗ F ′. По теореме 1.2.7 выполняется равенство
L = F ⊗F ′. Функция µ⊗µ′ является конечной мерой. Действитель-
но, если множество A = ∪∞n=1An является объединением попарно
непересекающихся множеств An ∈ F ⊗F ′, то, в силу теоремы 1.6.3,∫

Ω′
µ{Aω′}µ′{dω′} =

∫
Ω′

lim
n→∞

µ{∪nk=1A
ω′}µ′{dω′} =

= lim
n→∞

n∑
k=1

∫
Ω′
µ{Aω′k }µ′{dω′} =

∞∑
k=1

∫
Ω′
µ{Aω′k }µ′{dω′}.

Единственность меры µ⊗ µ′ обеспечивается теоремой 1.4.6. J
1.7.4. Следствие. Для любых пространств со счетно-

конечными мерами (Ωk,Fk,µk), k = 1, . . . , d, существует един-
ственная счетно-конечная мера ⊗dk=1µk : ⊗dk=1 Fk → R+ со свой-
ством

(⊗dk=1µk){×dk=1Ak} =
d∏

k=1

µk{Ak}, Ak ∈ Fk, k = 1, . . . , d.

Мера ⊗dk=1µk : ⊗dk=1Fk → R+, о которой говорится в следствии
1.7.4, называется прямым произведением мер µ1, . . . ,µd. Простран-
ство с мерой (×dk=1Ωk,⊗dk=1Fk,⊗dk=1µk) называется прямым произ-
ведением пространств с мерами (Ωk,Fk,µk), k = 1, . . . , d.

Пусть дана измеримая функция f : Ω × Ω′ → R. Если функ-
ция f интегрируема по мере µ ⊗ µ′, то ее (двумерный) интеграл
обозначается ∫Ω×Ω′ fd(µ ⊗ µ′) или ∫Ω×Ω′ f(ω,ω′)(µ ⊗ µ′){d(ω,ω′)}.
Предположим, что сечение fω в некоторой точке ω ∈ Ω явля-
ется µ′-интегрируемой функцией. Ее интеграл будет обозначать-
ся ∫Ω′ fµ′{dω′} или ∫Ω′ fωµ′{dω′}. Предположим теперь, что инте-
грал ∫Ω′ fµ′{dω′} существует для всех ω из некоторого множества
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F ∈ F ,µ{F c} = 0. Если функция φ(ω) = ∫Ω′ f(ω,ω′)µ{dω′},ω ∈ F,
интегрируема, то ее можно доопределить на всем Ω таким обра-
зом, что доопределенная функция будет измеримой и интегриру-
емой. Ее интеграл можно записать в виде повторного интеграла
∫Ωφdµ = ∫Ω ∫Ω′ f(ω,ω′)µ′{dω′}µ{dω}. Сказанное в равной мере от-
носится к любому сечению fω

′
,ω′ ∈ Ω′.

1.7.5. Теорема. Пусть (Ω×Ω′,F⊗F ′,µ⊗µ′) является прямым
произведением пространств со счетно-конечными мерами (Ω,F ,µ)
и (Ω′,F ′,µ′). Тогда для любой измеримой функции f : Ω×Ω′ → R+

функции ∫Ω f(ω,ω′)µ{dω},ω′ ∈ Ω′, и ∫Ω′ f(ω,ω′)µ′{dω′},ω ∈ Ω,
соответственно F ′ и F-измеримы и справедливы равенства∫

Ω×Ω′
fd(µ⊗ µ′) =

∫
Ω

∫
Ω′
f(ω,ω′)µ′{dω′}µ{dω} =

=

∫
Ω′

∫
Ω
f(ω,ω′)µ{dω}µ′{dω′}.

(1.7.3)

I Совсем просто доказать теорему для простых функций. По
теореме 1.5.9 для любой измеримой функции f : Ω × Ω′ → R+ най-
дутся простые функции fn : Ω × Ω′ → R+, n ∈ N, такие, что fn ↑ f
при n ↑ ∞. Теорема справедлива для f = fn. Полагая n ↑ ∞, можно
убедиться, что теорема справедлива для f. J

1.7.6. Теорема. Пусть (Ω×Ω′,F⊗F ′,µ⊗µ′) является прямым
произведением пространств со счетно-конечными мерами (Ω,F ,µ)
и (Ω′,F ′,µ′). Если измеримая функция f : Ω×Ω′ → R интегрируема
по мере µ⊗µ′,то функция ∫Ω f(ω,ω′)µ{dω},ω′ ∈ Ω′, интегрируема
по мере µ′, функция ∫Ω′ f(ω,ω′)µ′{dω′},ω ∈ Ω, интегрируема по
мере µ, и выполняются равенства (1.7.3).

I Достаточно применить предыдущую теорему к положитель-
ной и отрицательной частям f± функции f, а затем воспользоваться
равенством f = f+ − f− и линейным свойством интегралов. J

Теоремы 1.7.5 и 1.7.6 доказали Тонелли (Leonida Tonelli) и Фу-
бини (Guido Fubini). Они называются теоремами Фубини. Теоремы
Тонелли –Фубини позволяют сводить вычисление некоторых инте-
гралов по мере к вычислению интегралов по мере Лебега.

1.7.7. Теорема. Пусть даны пространство с мерой (Ω,F ,µ)
и измеримая функция f : Ω → R+. Если функция fp интегрируема
для некоторого 0 < p <∞, то∫

Ω
fp dµ = p

∫ ∞
0

xp−1µ{f > x} dx.
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I Требуемое равенство является следствием теоремы Фубини∫
Ω
fpdµ=p

∫
Ω

∫ ∞
0

xp−11[0,f(ω))(x)dxµ{dω}=p
∫ ∞

0
xp−1µ{f > x}dx. J

1.8. Абсолютно непрерывные заряды

Несколько зарядов, определенных на одной сигма-алгебре, мо-
гут находиться в определенном отношении друг к другу. Абсолют-
ная непрерывность и сингулярность одной меры относительно дру-
гой представляют примеры таких отношений.

1.8.1. Определение. Пусть некоторые внешняя мера µ∗ и за-
ряд λ определены на некоторой σ-алгебре F ⊆ 2Ω. Заряд λ называ-
ется абсолютно непрерывным относительно внешней меры µ∗, если
λ{E} = 0 для любого E ∈ F , для которого µ∗{E} = 0. Заряд λ
называется сингулярным относительно внешней меры µ∗, если су-
ществует множество Ω∗ ∈ F такое, что µ∗{Ω∗} = 0 и λ{E \ Ω∗} = 0
для любого множества E ∈ F .

Напомним, что 2Ω обозначает класс всех подмножеств мно-
жества Ω. Понятие сингулярности представляет собой отрицание
понятия абсолютной непрерывности. Действительно, заряд λ, бу-
дучи сингулярным относительно внешней меры µ∗, может прини-
мать ненулевые значения только на множествах, на которых внеш-
няя мера равна нулю. Далее будут использоваться записи λ� µ∗ и
λ ⊥ µ∗ для обозначения абсолютной непрерывности и сингулярности
заряда λ относительно внешней меры µ∗.

1.8.2. Теорема. Пусть внешняя мера µ∗ и заряды λ, λ1, . . . , λn
определены на некоторой сигма-алгебре F ⊆ 2Ω.
(i) Если λk � µ для всех k = 1, . . . , n, то λ1 + · · ·+ λn � µ∗.
(ii) Если λk ⊥ µ∗ для всех k = 1, . . . , n, то λ1 + · · ·+ λn ⊥ µ∗.
(iii) Если λ� µ∗, то λ+ � µ∗ и λ− � µ∗.
(iv) Если λ� µ∗ и λ ⊥ µ∗, то λ = 0.

I (i). Если µ∗{E} = 0 для некоторого E ∈ F , то λk{E} = 0 для
всех k = 1, . . . , n и, следовательно, λ1{E}+ · · ·+ λn{E} = 0.

(ii). По предположению для каждого k = 1, . . . , n существует
множество Ω∗k ∈ F такое, что µ∗{Ω∗k} = 0 и λk{E \ Ω∗k} = 0 для
любого E ∈ F . Заметим, что Ω∗ = ∪nk=1Ω∗k ∈ F и µ∗{Ω∗} = 0, а
также λ1{E \ Ω∗}+ · · ·+ λn{E \ Ω∗} = 0 для любого E ∈ F .

(iii). По теореме 1.4.9 заряд λ можно записать в виде разности
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λ = λ+ − λ− двух мер. Утверждение следует из (i).
(iv). Так как λ ⊥ µ∗, то существует множество Ω∗ ∈ F такое,

что µ∗{Ω∗} = 0 и λ{E \Ω∗} = 0 для любого E ∈ F . Так как λ� µ∗,
то λ{E ∩ Ω∗} = 0. Отсюда и из аддитивности заряда следует, что
λ{E} = λ{E ∩ Ω∗}+ λ{E \ Ω∗} = 0 для всех E ∈ F . J

Следующее утверждение называется теоремой Лебега о разло-
жении заряда. Лебег (Henri Léon Lebesgue) доказал эту теорему для
мер. Доказанное обобщение принадлежит Брукс (Brooks J. K.).

1.8.3. Теорема. Пусть внешняя мера µ∗ и счетно-конечный
заряд λ определены на некоторой σ-алгебре F ⊆ 2Ω. Тогда суще-
ствуют однозначно определенные заряды λ1, λ2 : F → R такие, что

λ1 � µ∗, λ2 ⊥ µ∗, λ = λ1 + λ2.

I По теореме 1.4.9 заряд λ можно записать в виде разности
λ = λ+ − λ− двух мер, одна из которых конечна, а другая является
счетно-конечной. Поэтому теорему достаточно доказать для счетно-
конечных мер. Предположим, что λ является конечной мерой. Обо-
значим R = {E : E ∈ F ,µ∗{E} = 0} и α = sup{λ{E} : E ∈ R}. Заме-
тим, что 0 ≤ α ≤ λ{Ω} <∞. Cуществуют множества En ∈ R, n ∈ N,
такие, что limn→∞ λ{En} = α. Обозначим Ω∗ = ∪∞n=1En. Заметим,
что Ω∗ ∈ R и λ{En} ≤ λ{Ω∗} ≤ α. Из этих неравенств следует
равенство λ{Ω∗} = α. Докажем, что

λ{E \ Ω∗} = 0 для любого E ∈ R. (1.8.1)

Действительно, если λ{E0 \ Ω∗} > 0 для некоторого E0 ∈ R, то
λ{E0 ∪ Ω∗} = λ{Ω∗} + λ{E0 \ Ω∗} > λ{Ω∗} = α. Это противоречит
определению величины α. Определим меры λ1, λ2 : F → R+,

λ1{E} = λ{E \ Ω∗}, λ2{E} = λ{E ∩ Ω∗}, E ∈ F .

Заметим, что λ = λ1 + λ2. Если µ∗{E} = 0 для некоторого E ∈ F ,
то E ∈ R и λ1{E} = λ{E \ Ω∗} = 0 в силу (1.8.1) и, следовательно,
λ1 � µ∗. Далее, λ2{E \Ω∗} = λ{(E \Ω∗)∩Ω∗} = 0 для любого E ∈ F ,
и, следовательно, λ2 ⊥ µ∗.

Предположим теперь, что λ является счетно-конечной мерой.
Существуют попарно непересекающиеся множества En ∈ F , n ∈ N,
такие, что Ω = ∪∞n=1En и λ{En} < ∞ для всех n ∈ N. Определим
конечные меры λn{E} = λ{E ∩ En}, E ∈ F , n ∈ N. По доказанному
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выше существуют конечные меры λ′n{E ∩En} и λ′′n{E ∩En}, E ∈ F ,
такие, что λ′ � µ∗ и λ′′ ⊥ µ∗ и λn = λ′n + λ′′n. Обозначим меры
λ′ =

∑∞
n=1 λ

′
n и λ′′ =

∑∞
n=1 λ

′′
n. Заметим, что λ = λ′+λ′′. По аналогии

с доказательством теоремы 1.8.2 можно убедиться, что λ′ � µ∗ и
λ′′ ⊥ µ∗. Единственность мер µ′ и µ′′ доказана в теореме 1.8.2. J

1.8.4. Теорема. Пусть меры µ,ν : F → R+ определены на
некоторой σ-алгебре F ⊆ 2Ω. Если ν� µ и ν{Ω} > 0, то существу-
ют число ε > 0 и положительное множество A ∈ F относительно
заряда ν− εµ положительной меры µ{A} > 0.

I Обратим внимание, что речь идет о конечных мерах ν и µ.
По теореме 1.4.8 существуют положительное множество An и от-
рицательное множество Acn относительно заряда ν − n−1µ, n ∈ N.
Множество B = ∩∞n=1A

c
n является отрицательным относительно за-

ряда ν − n−1µ для любого n ∈ N. Поэтому ν{B} − n−1µ{B} ≤ 0.
Отсюда следует, что ν{B} = 0. Так как ν{B}+ν{Bc} = ν{Ω} > 0 и
Bc = ∪∞n=1An, то ν{An} > 0 для некоторого n ∈ N. В качестве числа
ε и множества A можно взять ε = 1/n и A = An. J

Ниже доказана важная теорема Радона –Никодима (Johann
Karl Agust Radon, Otto Marcin Nikodym), содержащая описание аб-
солютно непрерывных зарядов.

1.8.5. Теорема. Пусть счетно-конечный заряд ν : F → R и
счетно-конечная мера µ : F → R+ определены на некоторой сигма-
алгебре F ⊆ 2Ω. Если ν � µ, то существует измеримая функция
f : Ω→ R такая, что

ν{E} =

∫
E
f dµ для любого E ∈ F . (1.8.2)

Если заряд ν является мерой, то функция f неотрицательна. Если
заряд ν конечен, то функция f интегрируема по мере µ. Если другая
измеримая функция g : Ω → R удовлетворяет условию (1.8.2), то
f = g п.в. по отношению к мере µ.

I Заметим, что использование символа интеграла неявно
утверждает, что интеграл ∫Ω f dµ существует и, следовательно, су-
ществует неопределенный интеграл ∫E f dµ, E ∈ F .

Предположим, что ν и µ являются конечными мерами. Обо-
значим K множество измеримых функций f : Ω → R+, удовлетво-
ряющих неравенству ∫E f dµ ≤ ν{E} для любого E ∈ F . Множе-
ство K не является пустым. Оно содержит, например, функцию,
тождественно равную нулю. Так как ∫Ω f dµ ≤ ν{Ω} < ∞, то ве-
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личина α = sup{∫Ω f dµ : f ∈ K} конечна. Cуществуют функции
fn ∈ K, n ∈ N, такие, что limn→∞ ∫Ω fn dµ = α. Измеримые функ-
ции gn = max{f1, . . . , fn}, n ∈ N, образуют возрастающую последо-
вательность. Заметим, что измеримые множества E1 = {gn = f1},
Ek = {gn = fk} \ ∪k−1

j=1{gn = fj}, k = 2, . . . , n, попарно не пересека-
ются и выполняется равенство Ω = ∪nk=1Ek. Если E ∈ F , то∫

E
gn dµ =

n∑
k=1

∫
E∩Ek

fk dµ ≤
n∑
k=1

ν{E ∩ Ek} = ν{E}.

Тем самым доказано, что gn ∈ K. Неубывающая последовательность
{gn}n≥1 поточечно сходится к измеримой функции g = supn≥1 gn. По
теореме 1.6.4 выполняются следующие соотношения

α = lim
n→∞

∫
Ω
fn dµ ≤ lim

n→∞

∫
Ω
gn dµ =

∫
Ω
g dµ,∫

E
g dµ = lim

n→∞

∫
E
gn dµ ≤ ν{E}, E ∈ F .

Так как ∫Ω gn dµ ≤ α, то ∫Ω g dµ = α. По теореме 1.6.7 измеримое
множество {g = ∞} имеет нулевую меру µ. Измеримая функция
f = g1{g<∞} : Ω→ R+ принадлежит K, так как∫

E
f dµ =

∫
E
g dµ ≤ ν{E} для любого E ∈ F .

Мера λ{E} = ν{E}− ∫E f dµ, E ∈ F , конечна, так как является раз-
ностью двух конечных мер. Докажем, что она тождественно равна
нулю. Предположим противное, что λ{Ω} > 0. По теореме 1.8.4, при-
менительно к мерам λ и µ, существуют число ε > 0 и положительное
множество A относительно заряда λ − εµ такое, что µ{A} > 0. Так
как λ{A ∩ E} − εµ{A ∩ E} ≥ 0 для любого E ∈ F , то∫
E

(f+ε1A) dµ =

∫
E
f dµ+ εµ{A ∩ E} ≤

∫
E
f dµ+ λ{A ∩ E} =

=

∫
E
f dµ+ ν{A ∩ E} −

∫
E∩A

f dµ =

∫
E\A

f dµ+ ν{A ∩ E} =

≤ ν{E \A}+ ν{E ∩A} = ν{E}.

Отсюда следует, что f + ε ∈ K, а, с другой стороны,∫
Ω

(f + ε1A)dµ =

∫
Ω
fdµ+ εµ{A} >

∫
fdµ = α.
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Это противоречит определению величины α, и, следовательно,

ν{E} −
∫
E
fdµ = λ{E} = 0 для любого E ∈ F .

Предположим теперь, что ν – конечная мера, а µ – счетно-
конечная мера. Имеются попарно непересекающиеся множества
En ∈ F , n ∈ N, такие, что Ω = ∪∞n=1En и µ{En} < ∞ для всех
n ∈ N. Так как ν � µ, то конечная мера ν{En ∩ E}, E ∈ F , абсо-
лютно непрерывна относительно конечной меры µ{En ∩ E}, E ∈ F .
Существует измеримая функция fn : Ω→ R+ такая, что

ν{En ∩ E} =

∫
En∩E

fndµ =

∫
E
fn1Endµ для любого E ∈ F .

Определим измеримую функцию f =
∑∞

n=1 fn1En : Ω→ R+. По тео-
реме о монотонной сходимости справедливы равенства

ν{E} =

∞∑
k=1

ν{En ∩ E} = lim
n→∞

∫
E

n∑
k=1

fk1En dµ =

∫
E
f dµ, E ∈ F .

Обратим внимание, что функция f интегрируема по мере µ.
Докажем теорему в общем случае. По теореме 1.4.9 заряд ν

можно записать в виде разности ν = ν+−ν− двух мер ν± : F → R+,
одна из которых, например, ν+ конечна. Так как ν� µ, то ν± � µ

по теореме 1.8.2. По доказанному выше существует интегрируемая
по мере µ функция f ′ : Ω→ R+ такая, что

ν+{E} =

∫
E
f ′ dµ для любого E ∈ F . (1.8.3)

Счетно конечная-мера ν− абсолютно непрерывна относительно
меры µ. Существуют попарно непересекающиеся измеримые множе-
ства Fn ∈ F , n ∈ N, такие, что Ω = ∪∞n=1Fn и ν−{Fn} < ∞ для всех
n ∈ N. Конечная мера ν−{Fn ∩ E}, E ∈ F , абсолютно непрерыв-
на относительно меры µ. По доказанному выше для любого n ∈ N
существует измеримая функция f ′′n : Ω→ R+ такая, что

ν−{En ∩ E} =

∫
En∩E

f ′′n dµ =

∫
E
f ′′n1En dµ для любого E ∈ F .
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По теореме 1.6.3 измеримая функция f ′′ =
∑∞

n=1 f
′′
n1En : Ω → R+

удовлетворяет следующим условиям

ν−{E} =
∞∑
n=1

ν−{En ∩ E} = lim
n→∞

∫
E

n∑
k=1

f ′′n1En dµ =

∫
E
f ′′ dµ, E ∈ F .

Отсюда и из (1.8.3) следует, что

ν{E} = ν+{E} − ν−{E} =

∫
E
f ′ dµ−

∫
E
f ′′ dµ =

∫
E

(f ′ − f ′′) dµ

для любого E ∈ F . Равенство (1.8.2) выполняется с f = f ′−f ′′. Если
заряд ν конечен, то мера ν− конечна и, следовательно, функции f ′′

и f = f ′ − f ′′ интегрируемы. Выше было доказано, что функция f
принимает положительные значения, если заряд ν является мерой.

Если другая измеримая функций g удовлетворяет (1.8.2), то
f = g п.в. по отношению к мере µ по теореме 1.6.15. J

Следующий пример показывает, что предположение о счетной
конечности меры µ является существенным.

1.8.6. Пример. Определим меру µ : B(R) → R+,µ{A} = |A|,
где |A| обозначает мощность множества A ∈ B(R). Заметим, что
µ{A} = 0 тогда и только тогда, когда A = ∅. Заметим также,
что мера Лебега ν : B(R) → R+ абсолютно непрерывна относи-
тельно меры µ. Предположим, что существует измеримая (борелев-
ская) функция f : R → R+ такая, что ν{A} =

∫
A f dµ для любого

A ∈ B(R). При A = {x}, x ∈ R, получаются противоречивые ра-
венства 1 = ν{A} = 0. Теорема Радона –Никодима не имеет места.
Причина этого лежит в том, что мера µ не обладает свойством счет-
ной конечности.

1.9. Функции с ограниченным изменением

Напомним некоторые сведения о функциях с ограниченным
изменением (о функциях ограниченной вариации).

1.9.1. Определение. Функция f : [a, b] → R, a, b ∈ R, a < b,
имеет ограниченное изменение, если

V b
a (f) = sup

n∑
k=1

|f(xk)− f(xk−1)| <∞, (1.9.1)
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где точная верхняя грань вычисляется по всем возможным разби-
ениям a = x0 < x1 < · · · < xn = b сегмента [a, b]. Величина V b

a (f)
называется вариацией функции f на сегменте [a, b].

Из неравенства |f(x)−f(a)| ≤ V b
a (f) для всех x ∈ [a, b] следует,

что функция с ограниченным изменением ограничена.
1.9.2. Теорема. Если функция f : [a, b] → R имеет ограни-

ченное изменение, то ее сужение f : [c, d] → R на любой сегмент
[c, d] ⊂ [a, b] имеет ограниченное изменение и для любого c ∈ (a, b)
выполняется равенство

V b
a (f) = V c

a (f) + V b
c (f). (1.9.2)

I Требуется доказать только равенство (1.9.2). Фиксируем про-
извольную точку c ∈ (a, b) и разобьем сегменты [a, c] и [c, b] точками
a = x0 < · · · < xn = c < xn+1 < · · · < xm = b. Из неравенства

n∑
k=1

|f(xk)− f(xk−1)|+
m∑

k=n+1

|f(xk)− f(xk−1)| ≤ V b
a (f)

следует, что V c
a (f) + V b

c (f) ≤ V b
a (f). Так как

n∑
k=1

|f(xk)− f(xk−1)|+
m∑

k=n+1

|f(xk)− f(xk−1)| ≤ V c
a (f) + V b

c (f),

то V b
a (f) ≤ V c

a (f) + V b
c (f). Отсюда следует (1.9.2). J

Следующая теорема Жордана (Marie Ennemond Camille
Jordan) дает описание функций с ограниченным изменением.

1.9.3. Теорема. Функция f : [a, b] → R имеет ограниченное
изменение тогда и только тогда, когда она является разностью
f = f1 − f2 ограниченных возрастающих функций f1, f2 : [a, b]→ R.

I Если f = f1− f2, функции f1 и f2 ограничены и возрастают,
то V b

a (f) ≤ V b
a (f1) + V b

a (f2) < ∞. Если функция f имеет ограни-
ченное изменение, то функция v(x) = V x

a (f), x ∈ [a, b], возрастает
и ограничена. Функция g(x) = V x

a (f) − f(x), x ∈ [a, b], возрастает.
Действительно, если a ≤ x1 < x2 ≤ b, то

g(x2)− g(x1) = (V x2
a (f)− V x1

a (f))− (f(x2)− f(x1)) =

= V x2
x1

(f)− (f(x2)− f(x1)) ≥ 0.

Осталось заметить, что f = v − g. J
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Любая функция f : [a, b]→ R с ограниченным изменением име-
ет предел слева lims↑x f(s) = f(x−) в каждой точке x ∈ (a, b] и пре-
дел справа lims↓x f(s) = f(x+) в каждой точке x ∈ [a, b). Свойство
непрерывности функции и ее вариации тесно связаны.

1.9.4. Теорема. Функция f : [a, b]→ R с ограниченным измене-
нием непрерывна слева (справа) тогда и только тогда, когда функ-
ция v(x) = V x

a (x), x ∈ [a, b], непрерывна слева (справа). Более того,
справедливы равенства

v(x+)− v(x) = |f(x+)− f(x)| для x ∈ [a, b),

v(x)− v(x−) = |f(x)− f(x−)| для x ∈ (a, b].
(1.9.3)

I Достаточно доказать равенства (1.9.3). Из неравенства

|f(x′)− f(x)| ≤ V x′
x (f) = V x′

a (f)− V x
a (f) = v(x′)− v(x)

для x, x′ ∈ [a, b), x < x′, следует, что |f(x) − f(x+)| ≤ v(x+) − v(x).
Докажем теперь неравенство v(x+) − v(x) ≤ |f(x+) − f(x)|. Для
любого ε > 0 найдутся точки x = x0 < x1 < · · · < xn = b такие, что

V b
x (f) <

n∑
k=1

|f(xk)− f(xk−1)|+ ε.

Возьмем произвольное число x′ ∈ (x, x1). Из равенства (1.9.2) сле-
дует, что v(x+) ≤ v(x′) и, следовательно,

v(x+)− v(x) ≤ v(x′)− v(x) = V x′
a (f)− V x

a (f) = V b
x (f)− V b

x′(f) <

<
n∑
k=1

|f(xk)− f(xk−1)| − V b
x′(f) + ε.

Сумма
∑n

k=1 |f(xk)− f(xk−1)| не превосходит суммы

|f(x′)− f(x)|+ |f(x1)− f(x′)|+
n∑
k=2

|f(xk)− f(xk−1)| ≤

≤ |f(x′)− f(x)|+ V b
x′(f),

и, следовательно, v(x+)− v(x) ≤ |f(x+)− f(x)|+ ε. Отсюда следует
требуемое неравенство v(x+)− v(x) ≤ |f(x+)− f(x)|. J

Арифметические действия с функциями ограниченной вариа-
ции приводят к новым функциям ограниченной вариации.
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1.9.5. Теорема. Если функции f, g : [a, b] → R имеют ограни-
ченное изменение, то функции |f |, fg,αf + βg : [a, b] → R для лю-
бых α,β ∈ R имеют ограниченное изменение. Если, кроме того,
функция 1/g : [a, b]→ R ограничена, то функции 1/g, f/g : [a, b]→ R
имеют ограниченное изменение.

I Из неравенства ||f(x)| − |f(y)|| ≤ |f(x) − f(y)| для любых
x, y ∈ [a, b] следует, что V b

a (|f |) ≤ V b
a (f). Из неравенства

|(αf(x)+βg(x))− (αf(y)+βg(y))| ≤ |α||f(x)−f(y)|+ |β||g(x)−g(y)|

для любых x, y ∈ [a, b] следует, что V b
a (αf+βg) ≤ |α|V b

a (f)+|β|V b
a (g).

Аналогично можно доказать, что

V b
a (fg) ≤ sup

a≤x≤b
|g(x)|V b

a (f) + sup
a≤x≤b

|f(x)|V b
a (g).

Если функция 1/g ограничена некоторым числом c, то∣∣∣ 1

g(x)
− 1

g(y)

∣∣∣ ≤ c2|g(x)− g(y)| для любых x, y ∈ [a, b].

Отсюда следует, что V b
a (1/g) ≤ c2V b

a и V b
a (f/g) <∞. J

Пусть дана непрерывная справа функция f : [a, b] → R с ко-
нечной вариацией такая, что f(a) = 0. Ее можно представить в
виде разности f = v − g непрерывных справа возрастающих функ-
ций v(x) = V x

a (f) и g(x) = V x
a (f) − f(x), x ∈ [a, b]. Заметим, что

g(a) = v(a) = 0. Продолжим функции v и g на всю вещественную
прямую R, положив v(x) = g(x) = 0 для x < a и v(x) = v(b) и
g(x) = g(b) для x > b. По функциям v и g, продолженным на R,
можно построить меры Лебега –Стилтьеса µv,µg : B(R) → R+, как
указано в теореме 1.4.26. Функция µf = µv − µg : B(R) → R являет-
ся конечным зарядом. Она называется зарядом Лебега –Стилтьеса,
построенным по функции f.

1.9.6. Теорема. (i) Для любого E ∈ B([a, b]) выполняются
неравенства |µf{E}| ≤ µv{E},µg{E} ≤ 2µv{E}.
(ii) Если функция φ : [a, b] → R интегрируема по мере µv, то она
интегрируема по мере µg и по заряду µf и удовлетворяет условию∣∣∣ ∫

[a,b]
φ dµf

∣∣∣ ≤ ∫
[a,b]
|φ| dµv. (1.9.4)
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I (i). Заметим, что µf{{a}} = µg{{a}} = µv{{a}} = 0 и для
любого множества вида (α,β] ⊆ [a, b] выполняются неравенства

|µf{(α,β]}| = |f(β)− f(α)| ≤ v(α)− v(α) = µv{(α,β]},
µg{(α,β]} = (v(β)− v(α))− (f(β)− f(α)) ≤ 2µv{(α,β]}.

Обозначим A класс множеств E, которые можно представить в виде
объединения некоторого конечного числа попарно непересекающих-
ся множеств вида {a} и (α,β] ⊂ [a, b]. Нетрудно видеть, что A явля-
ется алгеброй. Для любого E = {a}∪∪nk=1(αk,βk] ∈ A выполняются
неравенства |µf{E}| ≤ µv{E} и µg{E} ≤ 2µv{E}.

Обозначим L класс множеств E ∈ B([a, b]), для которых выпол-
няются неравенства |µf{E}| ≤ µv{E} и µg{E} ≤ 2µv{E}. Нетрудно
проверить, что L является монотонным классом. По доказанному
выше A ⊂ L. По теореме 1.2.7 выполняется равенство L = B([a, b]).

(ii). Интеграл функции φ по заряду µf равен разности интегра-
лов функции φ по мерам µv и µg. Поэтому достаточно доказать, что
функция φ интегрируема по мере µg, если она интегрируема по мере
µv. Предположим, что простая функция φ = a11A1 + · · · + an1Am с
ak ∈ R, Ak ∈ B([a, b]), k = 1, . . . ,m, интегрируема по мере µv. В силу
(i) выполняются неравенства

∫
[a,b]
|φ| dµg =

m∑
k=1

|ak|µg{Ak} ≤ 2
m∑
k=1

|ak|µv{Ak} = 2

∫
[a,b]
|φ| dµv,

∣∣∣ ∫
[a,b]

φ dµf

∣∣∣ =
∣∣∣ m∑
k=1

akµf{Ak}
∣∣∣ ≤ m∑

k=1

|ak|µv{Ak} =

∫
[a,b]
|φ| dµv.

Если функция ψ : [a, b]→ R интегрируема по мере µv, то∫
[a,b]
|ψ| dµg = sup

∫
[a,b]
|φ| dµg ≤ 2 sup

∫
[a,b]
|φ| dµv = 2

∫
[a,b]
|ψ| dµv.

Точная верхняя грань вычисляется по всем простым функциям
|φ| ≤ |ψ|. Тем самым доказано, что функция ψ интегрируема по ме-
ре µg и по заряду µf . Попутно также доказано неравенство (1.9.4)
для простых функций. Пусть дана любая интегрируемая по мере
µv борелевская функция φ. В силу теоремы 1.5.9, следствия 1.5.10
и теоремы 1.6.18 существует последовательность {φn}n≥1 простых
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функций такая, что∣∣∣ ∫
[a,b]

φ dµf

∣∣∣← ∣∣∣ ∫
[a,b]

φn dµf

∣∣∣ ≤ ∫
[a,b]
|φn| dµv →

∫
[a,b]
|φ| dµv.

Тем самым неравенство (1.9.4) доказано. J

1.10. Выпуклые функции

Из большого числа сведений о выпуклых функциях нам пона-
добится теорема Штольца, доказанная им в далеком 1893 году.

1.10.1. Определение. Функция f : T → R, определенная на
выпуклом множестве T, называется выпуклой, если

f(αx+ (1− α)y) ≤ αf(x) + (1− α)f(y)

для любых x, y ∈ T,α ∈ [0, 1].
В следующей теореме, принадлежащей Штольцу (Otto Stolz),

указаны некоторые свойства выпуклых функций.
1.10.2. Теорема. Пусть дана выпуклая функция f : T → R.

(i) Для любых x, y, a ∈ T, t∗ < a < t∗, x < y, справедливо неравенство

f(x)− f(a)

x− a
≤ f(y)− f(a)

y − a
. (1.10.1)

(ii) Существуют производные f ′−, f ′+ : (t∗, t
∗) → R, левая производ-

ная f ′− непрерывна слева, правая производная f ′+ непрерывна справа,
для любых a, b ∈ (t∗, t

∗), a < b, справедливы неравенства

−∞ < f ′−(a) ≤ f ′+(a) ≤ f ′−(b) ≤ f ′+(b) <∞.

I (i). Пусть x, y, a ∈ T. Возможны следующие расположения
указанных чисел: x < y < a < t∗;x < a < y; t∗ < a < x < y. Если,
например, x < y < a < t∗, то y = (a− y)x/(a−x) + (y−x)a/(a−x) и

f(y) ≤ a− y
a− x

f(x) +
y − x
a− x

f(a), f(a) =
a− y
a− x

f(a) +
y − x
a− x

f(a).

Отсюда следует неравенство

f(y)− f(a) ≤ a− y
a− x

(f(x)− f(a)),
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из которого следует (1.10.1). С помощью аналогичных рассужде-
ний можно доказать неравенство (1.10.1), если t∗ < a < x < y.
Небольшое отличие имеет доказательство неравенства (1.10.1) для
случая x < a < y. В этом случае следует воспользоваться равен-
ством a = (y − a)x/(y − x) + (a− x)y/(y − x) и неравенством

y − a
y − x

f(a) +
a− x
y − x

f(a) = f(a) ≤ y − a
y − x

f(x) +
a− x
y − x

f(y).

Отсюда следует, что

y − a
y − x

(f(a)− f(x)) ≤ a− x
y − x

(f(y)− f(a)).

Это неравенство равносильно неравенству (1.10.1).
(ii). В силу условия (1.10.1) для любых точек s, x, a, y, u ∈ T,

s < x < a < y < u, выполняются неравенства

f(s)− f(a)

s− a
≤ f(x)− f(a)

x− a
≤ f(y)− f(a)

y − a
≤ f(u)− f(a)

u− a
.

Заметим, что дроби слева и справа конечны. Полагая x ↑ a и y ↓ a
при фиксированных s и u, мы получим −∞ < f ′−(a) ≤ f ′+(a) <∞.

В силу (1.10.1) для t∗ < a < x < y < b < t∗ выполняются
неравенства

f(x)− f(a)

x− a
≤ f(y)− f(a)

y − a
≤ f(b)− f(a)

b− a
.

Обозначим α = (f(y)− f(a))/(y− a) и β = (f(b)− f(a))/(b− a). Так
как α ≤ β, то

f(y)−f(b) = (f(y)−f(a))−(f(b)−f(a)) = α(y−a)−β(b−a) ≤ α(y−b).

Отсюда следует, что

f(x)− f(a)

x− a
≤ f(y)− f(a)

y − a
= α ≤ f(y)− f(b)

y − b
.

Требуемое неравенство f ′+(a) ≤ f ′−(b) получается с помощью пре-
дельного перехода при x ↓ a и y ↑ b.

Осталось доказать непрерывность слева функции f ′− и непре-
рывность справа функции f ′+. Докажем, например, что левая про-
изводная f ′− : (t∗, t

∗) → R непрерывна слева. Функция f ′− не убыва-
ет. Поэтому существует предел limx↑a f

′
−(x) = f ′−(a−) ≤ f ′−(a) для
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любого a ∈ (t∗, t
∗). Требуется доказать равенство f ′−(a−) = f ′−(a).

Достаточно доказать неравенство f ′−(a−) ≥ f ′−(a). В силу (i) выпол-
няется соотношение

f(x)− f(u)

x− u
↑ f ′−(u) при x ↑ u < a

и, следовательно, f ′−(u) ≥ f(x)−f(u)
x−u для t∗ < x < u < a. Функция

f : (t∗, t
∗)→ R непрерывна, так как она имеет конечные односторон-

ние производные. Отсюда следует, что

f ′−(a−) = lim
u↑a

f ′−(u) ≥ lim
u↑a

f(x)− f(u)

x− u
=
f(x)− f(a)

x− a

для любого x, t∗ < x < a. Отсюда, в свою очередь, следует, что

f ′−(a−) ≥ lim
x↑a

f(x)− f(a)

x− a
= f ′−(a).

Тем самым доказано, что функция f ′− непрерывна слева. J
1.10.3. Теорема. Для любой выпуклой функции f : T → R

существуют вещественные числа an, bn ∈ R, n ∈ N, такие, что
f(x) = supn≥1(anx+ bn) для любого x ∈ (t∗, t

∗).
I По теореме 1.10.2 для любого a ∈ (t∗, t

∗) верны соотношения

f(x)− f(a)

x− a
↓ f ′+(a) при x ↓ a, f(x)− f(a)

x− a
↑ f ′−(a) при x ↑ a.

Отсюда следует неравенство

f(x) ≥ f(a) + λ(a)(x− a) для любых a, x ∈ (t∗, t
∗), (1.10.2)

где λ(a) = (f ′+(a) + f ′−(a))/2. Запишем все рациональные числа из
интервала (t∗, t

∗) в виде последовательности {rn}n≥1 и обозначим
an = λ(rn) и bn = f(rn) − λ(rn)rn. В силу (1.10.2) выполняется
неравенство f(x) ≥ supn≥1(anx + bn). Пусть x ∈ (t∗, t

∗). Найдется
последовательность {rkn}n≥1 рациональных чисел, которая сходит-
ся к x. Поэтому найдутся числа n0 ∈ N и α, β ∈ T, α < β, такие,
что α < x, rkn < β для всех n ≥ n0. По теореме 1.10.2 выполняются
неравенства f ′−(α) ≤ λ(rkn) ≤ f ′+(β). Отсюда, в частности, следу-
ет, что числа λ(rkn) ограничены в совокупности. Отсюда следует,
что aknx + bkn = f(rkn) + λ(rkn)(x − rkn) → f(x) при n → ∞, и,
следовательно, f(x) ≤ supn≥1(anx+ bn). J



Глава 2
Вероятность

Теория вероятностей является той естественной базой, на ко-
торой построена современная теория случайных процессов. В этой
главе собраны необходимые сведения по теории вероятностей.

2.1. Независимость

Напомним терминологию и некоторые сведения, связанные с
понятием независимости.

2.1.1. Определение. Пространство с мерой (Ω,F ,P) называ-
ется вероятностным пространством, если P{Ω} = 1. Мера P назы-
вается вероятностной мерой или вероятностью.

Точки множества Ω называются элементарными событиями.
Само множество Ω называется пространством элементарных со-
бытий. Множества из F называются событиями. Непересекающие-
ся множества из F называются несовместными событиями. Пустое
множество называется невозможным событием. Далее предполага-
ется, что все события и функции, о которых пойдет речь, определе-
ны на некотором вероятностном пространстве (Ω,F ,P).

2.1.2. Определение. События Ak ∈ F , k = 1, . . . , n, n ≥ 2,
называются независимыми, если

P{∩rj=1Akj} =
r∏
j=1

P{Akj} (2.1.1)

для любых 1 ≤ k1 < · · · < kr ≤ n. События At, t ∈ T, в бесконечном
числе, называются независимыми, если для любого n ∈ N и для
любых различных t1, . . . , tn ∈ T события At1 , . . . , Atn независимы.

Понятие независимости событий зависит от вероятности. Обыч-
но упоминание о этой зависимости опускается.

Любое событие A порождает σ-алгебру σ(A) = {Ω,∅, A,Ac}.
Нетрудно видеть, что события A1, . . . , An независимы тогда и только
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тогда, когда выполняется равенство P{∩nk=1Ck} = P{C1} · · ·P{Cn}
для любых представителей C1 ∈ σ(A1), . . . , Cn ∈ σ(An).

2.1.3. Определение. Сигма-алгебры Fk ⊆ F , k = 1, . . . , n, где
n ≥ 2, называются независимыми, если для любых представителей
A1 ∈ F1, . . . , An ∈ Fn выполняется равенство

P{∩nk=1Ak} =
n∏
k=1

P{Ak}. (2.1.2)

Сигма-алгебры Ft ⊆ F , t ∈ T, в бесконечном числе называются неза-
висимыми, если для любого n ∈ N, n ≥ 2, и для любых различных
t1, . . . , tn ∈ T сигма-алгебры Ft1 , . . . ,Ftn независимы.

2.1.4. Определение. Событие A ∈ F и сигма-алгебра G ⊆ F
называются независимыми, если A и любое B ∈ G независимы.

Это определение можно пересказать иначе. Событие A и сигма-
алгебра G независимы, если сигма-алгебры σ(A) и G независимы.

В ряде случаев проверку независимости нескольких σ-алгебр
можно упростить с помощью следующей теоремы.

2.1.5. Теорема. Предположим, что для каждого k = 1, . . . , n,
n ≥ 2, сигма-алгебра Fk ⊆ F порождена некоторым π-классом Ek,
содержащим Ω. Тогда сигма-алгебры Fk, k = 1, . . . , n, независимы,
если и только если выполняется равенство (2.1.2) для любых пред-
ставителей A1 ∈ E1, . . . , An ∈ En.

I Требуется доказать только достаточность условий, а имен-
но, что равенство (2.1.2) выполняется для любых представителей
Ak ∈ Fk, k = 1, . . . , n, если оно выполняется для любых предста-
вителей π-классов E1, . . . , En. Для любых фиксированных событий
A1 ∈ E1, . . . , An−1 ∈ En−1 символ Ln = Ln(A1, . . . , An−1) обознача-
ет класс множеств B ∈ Fn, для которых выполняется равенство
P{∩n−1

k=1Ak ∩ B}=
∏n−1
k=1 P{Ak}P{B}. Класс Ln содержит π-класс En.

Нетрудно проверить, что Ln является λ-классом. По теореме 1.2.7
выполняется равенство Ln = Fn. Это означает, что равенство (2.1.2)
выполняется для любых A1 ∈ E1, . . . , An−1 ∈ En−1, An ∈ Fn. Возьмем
теперь произвольные события A1 ∈ E1, . . . , An−2 ∈ En−2, An ∈ Fn и
обозначим класс Ln−1 = Ln−1(A1, . . . , An−2, An) событий B ∈ Fn−1,
для которых выполняется равенство

P{∩n−2
k=1Ak ∩B ∩An} =

n−2∏
k=1

P{Ak}P{B}P{An}.
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Нетрудно убедиться, что класс Ln−1 содержит π-класс En−1 и яв-
ляется λ-классом. По теореме 1.2.7 должно выполняется равенство
Ln−1 = Fn−1. Это означает, что равенство (2.1.2) выполняется для
любых событий A1 ∈ E1, . . . , An−2 ∈ En−2, An−1 ∈ Fn−1, An ∈ Fn.
Далее можно рассуждать по индукции и доказать равенство (2.1.2)
для любых представителей A1 ∈ F1, . . . , An ∈ Fn. J

2.1.6. Определение. Любая измеримая векторная функция
X = (X1, . . . , Xd) : Ω → Rd называется случайным вектором. Одно-
мерный случайный вектор называется случайной величиной.

Читатель заметил, что измеримые функции (случайные вели-
чины) теперь обозначаются прописными латинскими буквами. Это
является данью традиции, принятой в теории вероятностей.

Измеримые функции X : Ω→ R и Y : Ω→ R
d также называют-

ся расширенной случайной величиной и расширенным случайным
вектором. Обычно отдают предпочтение термину измеримые функ-
ции, как более короткому.

По теореме 1.2.10 класс σ(X) = {X−1(A) : A ∈ B(R
d
)} прообра-

зов борелевских множеств является σ-алгеброй или, более подробно,
σ-алгеброй, порожденной измеримой функцией X : Ω→ R

d
. По ана-

логии с σ(X) можно определить сигма-алгебру σ(Xt, t ∈ T ), порож-
денную семейством {Xt, t ∈ T} функций Xt : Ω→ R

dt
. По определе-

нию она порождается классом прообразовX−1
t (A), t ∈ T,A ∈ B(R

dt
).

Нетрудно видеть, что σ(Xt, t ∈ T ) является минимальной сигма-
алгеброй, относительно которой измеримы все функции Xt, t ∈ T.

2.1.7. Определение. Семейства {Xt, t ∈ T} и {Yt, t ∈ T ′} (рас-
ширенных) случайных векторов называются независимыми, если
σ-алгебры σ(Xt, t ∈ T ) и σ(Yt, t ∈ T ′) независимы. В частности,
(расширенные) случайные векторы Xt, t ∈ T, называются независи-
мыми, если сигма-алгебры σ(Xt), t ∈ T, независимы.

2.1.8. Определение. Семейство {Xt, t ∈ T} (расширенных)
случайных векторов и σ-алгебра G ⊆ F , называются независимыми,
если сигма-алгебры σ(Xt, t ∈ T ) и G независимы.

Интеграл по вероятности (расширенной) случайной величины
X называется ее математическим ожиданием и обозначается EX.
К неравенствам из параграфа 1.6 первой главы следует добавить
неравенство Иенсена (Johan Ludwig Jensen).

2.1.9. Теорема. Пусть даны выпуклая функция g : (a, b)→ R и
случайная величина X : Ω→ (a, b). Если E|X| <∞, то a < EX < b,
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Eg−(X) <∞ и выполняется неравенство Иенсена

g(EX) ≤ Eg(X). (2.1.3)

I Напомним, что g− обозначает отрицательную часть функции
g(x), x ∈ (a, b). Если b <∞, то b−X > 0 и E(b−X) ≥ 0. Если EX = b,
то, в силу теоремы 1.6.7, выполняется невозможное равенство X = b
п.в. Поэтому выполняется неравенство EX < b. Оно выполняется
также для b =∞. Аналогично можно доказать неравенство a < EX.

По теореме 1.10.3 существуют две последовательности {an}n≥1

и {bn}n≥1 вещественных чисел такие, что для любого x ∈ (a, b)
выполняется равенство g(x) = supn≥1(anx + bn) и, следовательно,
g(x) ≥ anx + bn для любого n ∈ N. Отсюда, при x = X, следует,
что bn+anEX ≤ Eg(X) и, следовательно, математическое ожидание
Eg(X) существует. Отсюда, в силу теоремы 1.10.3, следует требуемое
неравенство g(EX) = supn≥1(anEX+bn) ≤ Eg(X). Так как величина
g(EX) конечна, то Eg−(X) <∞. J

2.1.10. Теорема. Пусть даны независимые (расширенные)
случайные величины X,Y. (i) Если E|X|,E|Y | < ∞, то E|XY | < ∞
и выполняется равенство E(XY ) = EXEY. (ii) Если E(|XY |) <∞ и
P{|XY | > 0} > 0, то E|X| <∞ и E|Y | <∞.

I (i). Утверждение достаточно доказать для неотрицательных
случайных величин X и Y. Предположим сначала, что они простые
X =

∑n
k=1 ck1Ak и Y =

∑m
r=1 dr1Br . Напомним, что каждый из набо-

ров событий A1, . . . , An и B1, . . . , Bm является разбиением события
Ω. Так как случайные величины X и Y независимы, то

E(XY ) =
n∑
k=1

m∑
r=1

ckdrP{Ak}P{Br} = EXEY. (2.1.4)

Далее, для любых независимых случайных величин X и Y мож-
но построить возрастающие последовательности {Xn}n≥1 и {Yn}n≥1

простых неотрицательных случайных величин, как указано в тео-
реме 1.5.9. Эти последовательности поточечно сходятся к X и Y.
Для каждого n ∈ N случайные величины Xn и Yn независимы, так
как они являются борелевскими функциями независимых случай-
ных величин X и Y. С помощью теоремы о монотонной сходимости
(теорема 1.6.3) можно убедиться, что

E(XY ) = lim
n→∞

E(XnYn) = lim
n→∞

EXnEYn = EXEY.
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(ii). Снова можно считать, что случайные величны X и Y
неотрицательны. Для простых случайных величин справедливы ра-
венства (2.1.4). В силу условия P{XY > 0} > 0 математиче-
ские ожидания EX и EY строго положительны. Далее, из нера-
венств 0 < EXnEYn = E(XnYn) ≤ E(XY ) следуют неравенства
0 < EXEY ≤ E(XY ). Отсюда следует, что EX < ∞ и EY < ∞.
В силу (i) выполняется равенство E(XY ) = EXEY. J

С любой случайной величинойX : Ω→ R связана функция мно-
жеств PX{A} = P{X ∈ A}, A ∈ B(R), называемая распределением
случайной величиныX. Если в качестве A брать только полупрямые
(−∞, x], то будет определена функция FX(x) = P{X ≤ x}, x ∈ R, на-
зываемая функцией распределения случайной величины X. Нетруд-
но убедиться, что распределение и функция распределения случай-
ной величины X взаимно однозначно определяют друг друга.

Аналогичные характеристики можно определить для произ-
вольного случайного вектора X = (X1, . . . , Xd) : Ω → Rd. Функция
PX = P{X ∈ A}, A ∈ B(Rd), множеств называется распределением
случайного вектора X. Она также называется совместным распре-
делением случайных величин X1, . . . , Xd. Если в качестве A брать
множества вида A = ×dk=1(−∞, xk], то будет определена функция
FX(x1, . . . , xd) = P{X1 ≤ x1, . . . , Xd ≤ xd}, x1, . . . , xd ∈ R, называе-
мая функцией распределения случайного вектора X. Она также на-
зывается совместной функцией распределения случайных величин
X1, . . . , Xd. Несложно убедиться, что распределение и функция рас-
пределения случайного вектора X взаимно однозначно определяют
друг друга.

Для любой случайной величины X : Ω → R можно определить
ее характеристическую функцию fX(t) = EeitX , t ∈ R. Характери-
стическая функция fX(t) = Eei〈t,X〉, t ∈ Rd, существует для любого
случайного вектора X = (X1, . . . , Xd). Здесь использовано обозна-
чение 〈t,X〉 =

∑d
k=1 tkXk для любого вектора t = (t1, . . . , td) ∈ Rd.

По теореме 1.6.12 выполняется равенство

fX(t) =

∫
Ω
ei〈t,X(ω)〉 P{dω} =

∫
Rd
ei〈t,x〉 PX{dx} (2.1.5)

для любого t ∈ Rd. Символ 〈t, x〉 =
∑d

k=1 tkxk обозначает скаляр-
ное произведение векторов t, x ∈ Rd. Характеристическая функция
случайного вектора однозначно определяется по распределению (по
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функции распределения) случайного вектора. В следующей теореме
доказано, что справедливо обратное утверждение.

2.1.11. Теорема. Распределение и характеристическая функ-
ция случайного вектора взаимно однозначно определяют друг друга.

I Характеристическая функция случайного вектора вычисля-
ется по определенному правилу. Поэтому требуется доказать, что
распределение случайного вектора X однозначно определяется его
характеристической функцией. Условимся обозначать (a, b] парал-
лелепипед {x ∈ Rd : a1 < x1 ≤ b1, . . . , ad < xd ≤ bd} в евкли-
довом пространстве Rd, определяемый векторами a = (a1, . . . , ad)
и b = (b1, . . . , bd), координаты которых удовлетворяют условию
ak < bk для всех k = 1, . . . , d. По аналогии можно построить за-
мкнутый параллелепипед [a, b] и открытый параллелепипед (a, b).
Разность ∂((a, b]) = (a, b] \ (a, b) называется границей исходного
параллелепипеда (a, b]. Следующее утверждение (равенство (2.1.6))
называется формулой обращения.

Если выполняется условие PX{∂(a, b]} = 0, то

PX{(a, b]} = lim
c→∞

1

(2π)d

∫ c

−c

d∏
k=1

e−itkak − e−itkbk
itk

fX(t) dt, (2.1.6)

где приняты сокращения ∫ c−c{· · · } dt для d-мерного интеграла, для
вектора t = (t1, . . . , td), для диференциала dt = dt1 · · · dtd.

Подставим функцию (2.1.5) в интеграл под знаком предела и
воспользуемся теоремой Фубини. В результате получится, что

1

(2π)d

∫ c

−c

d∏
k=1

e−itkak − e−itkbk
itk

fX(t) dt =

=

∫
Rd

d∏
k=1

∫ c

−c

eitk(xk−ak) − eitk(xk−bk)

2itkπ
dtk PX{dx} =

=

∫
Rd

d∏
k=1

∫ c

0

sin(tk(xk − ak))− sin(tk(xk − bk))
tkπ

dtk PX{dx}.

Функция под знаком внешнего интеграла ограничена. Поэтому при-
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менима теорема об ограниченной сходимости, по которой

lim
c→∞

1

(2π)d

∫ c

−c

d∏
k=1

e−itkak − e−itkbk
itk

fX(t) dt =

=

∫
Rd

d∏
k=1

∫ ∞
0

sin(tk(xk − ak))− sin(tk(xk − bk))
tkπ

dtk PX{dx}.

Можно доказать, что внутренний несобственный интеграл равен
1(ak,bk)(xk), xk ∈ R. Такие интегралы специально исследовал Фрул-
лани (Giuliano Frullani) и указал правила их вычисления. Этот ин-
теграл в качестве примера вычисляется в большинстве курсов по
математическому анализу. В результате получается, что

1

(2π)d

∫ c

−c

d∏
k=1

e−itkak − e−itkbk
itk

fX(t) dt→
∫

Rd

d∏
k=1

1(ak,bk)(xk) PX{dx}

при c→∞. Тем самым доказана формула (2.1.6). Из свойств непре-
рывности меры сверху и снизу следует, что мера PX однозначно
определяется своим преобразованием Фурье на всех множествах ви-
да (a, b]. Класс таких множеств образует π-класс, который порожда-
ет борелевскую сигма-алгебру на евклидовом пространстве Rd. По
теореме 1.4.6 мера PX однозначно определяется своими значениями
на множествах вида (a, b] ⊆ Rd. J

Пусть даны независимые случайные векторы X = (X1, . . . , Xn)
и Y = (Y1, . . . , Ym). По теореме 2.1.10 выполняется равенство

Eei〈t,X〉+i〈u,Y 〉 = Eei〈t,X〉Eei〈u,Y 〉 (2.1.7)

для любых t = (t1, . . . , tn) ∈ Rn и u = (u1, . . . , um) ∈ Rm.
Ниже будет доказано, что это равенство является необходимым

условием независимости случайных векторов X и Y.
2.1.12. Теорема. Случайные векторы X : Ω→ Rn, Y : Ω→ Rm

независимы тогда и только тогда, когда для любых t ∈ Rn, u ∈ Rm

выполняется равенство (2.1.7).
I Требуется только доказать, что равенство (2.1.7) влечет неза-

висимость случайных векторов X и Y. Возьмем

a = (a1, . . . , an), b = (b1, . . . , bn) ∈ Rn, ak < bk, k = 1, . . . , n,

c = (c1, . . . , cm), d = (d1, . . . , dm) ∈ Rm, cr < dr, r = 1, . . . ,m,
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такие, что P{X ∈ ∂((a, b])} = 0 и P{Y ∈ ∂((c, d])} = 0. Обозначим

gX(t) =
n∏
k=1

e−itkak − e−itkbk
i2tkπ

, gY (u) =

m∏
r=1

e−iurcr − e−iurdr
i2urπ

.

С помощью формулы (2.1.6) можно убедиться, что

P{X ∈ (a, b], Y ∈ (c, d]} = lim
c→∞

∫ c

−c
gX(t)gY (u) dtdu =

= lim
c→∞

∫ c

−c
gX(t) dt

∫ c

−c
gY (u) du = P{X ∈ (a, b]}P{Y ∈ (c, d]}.

Напомним, что ∫ c−c{· · · } dtdu обозначает (n + m)-мерный интеграл.
Аналогичные сокращенные обозначения использовались для инте-
гралов по переменным u ∈ Rm и t ∈ Rn.

Из свойств непрерывности вероятности снизу и сверху следует,
что P{X ∈ (a, b], Y ∈ (c, d]} = P{X ∈ (a, b]}P{Y ∈ (c, d]} для любых
параллелепипедов (a, b] ⊂ Rn и (c, d] ⊂ Rm. Далее можно восполь-
зоваться рассуждениями из теоремы 2.1.5. Фиксируем (a, b] ⊂ Rn и
обозначим L((a, b]) класс множеств B ∈ B(Rm), для которых выпол-
няется равенство P{X ∈ (a, b], Y ∈ B} = P{X ∈ (a, b]}P{Y ∈ B}.
Несложно убедиться, что класс L((a, b]) является σ-алгеброй. Класс
L((a, b]) содержит все параллелепипеды (c, d] ⊂ Rm. Такие парал-
лелепипеды порождают σ-алгебру B(Rm), и, следовательно, выпол-
няется равенство L((a, b]) = B(Rm). Это означает, что равенство
P{X ∈ (a, b], Y ∈ B} = P{X ∈ (a, b]}P{Y ∈ B} выполняется для лю-
бого B ∈ B(Rm). Далее фиксируем B ∈ B(Rm) и обозначим M(B)
класс множеств A ∈ B(Rn), для которых выполняется равенство
P{X ∈ A, Y ∈ B} = P{X ∈ A}P{Y ∈ B}. Снова можно убедиться,
что класс M(B) совпадает с сигма-алгеброй B(Rn). Это означает,
что равенство P{X ∈ A, Y ∈ B} = P{X ∈ A}P{Y ∈ B} выполняется
для любых A ∈ B(Rn) и B ∈ B(Rm). J

2.1.13. Определение. Говорят, что случайная величина
X : Ω→ R имеет плотность вероятностей p : R→ R+, если

PX{A} =

∫
A
p(x) dx,A ∈ B(R). (2.1.8)

2.1.14. Теорема. Пусть дана случайная величинаX с плотно-
стью вероятностей p. Если характеристическая функция fX слу-
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чайной величины X интегрируема по мере Лебега, то

p(x) =
1

2π

∫ ∞
−∞

e−itxfX(t) dt п.в. (2.1.9)

по отношению к мере Лебега.
I По формуле (2.1.6) выполняется равенство

FX(b)− FX(a)

b− a
=

1

2π

∫ ∞
−∞

e−ita − e−itb

it(b− a)
fX(t) dt (2.1.10)

для всех a, b ∈ R, a < b, таких, что P{X = a} = P{X = b} = 0.
Устремим b к a, считая a фиксированным числом. По теореме об
ограниченной сходимости можно перейти к пределу под знаком ин-
теграла. В результате получится равенство

F ′X(a) =
1

2π

∫ ∞
−∞

e−itafX(t) dt.

Отсюда следует важное заключение, что функция распределения
FX случайной величины X непрерывна и, следовательно, формула
(2.1.10) справедлива для любых a, b ∈ R, a < b. По предположению
для любых a, b ∈ R, выполняется равенство

FX(b)− FX(a)

b− a
=

1

b− a

∫ b

a
p(x) dx,

из которого, в силу (2.1.10), следует (2.1.9) с заменой x на a. J
2.1.15. Теорема. Пусть даны независимые случайные величи-

ны X и Y с плотностями вероятностей pX и pY . Тогда случайная
величина X + Y имеет плотность вероятностей

pX+Y (x) =

∫ ∞
−∞

pX(x− u)pY (u) du, x ∈ R. (2.1.11)

I С помощью теоремы Фубини нетрудно вычислить, что∫ ∞
−∞

eitx
∫ ∞
−∞

pX(x− u)pY (u) dudx =

=

∫ ∞
−∞

pY (u)

∫ ∞
−∞

eitxpX(x− u) dxdu =

=

∫ ∞
−∞

eitupY (u) du

∫ ∞
−∞

eitxpX(x) dx = fY (t)fX(t), t ∈ R.
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Напомним равенство fX+Y (t) = fX(t)fY (t) для всех t ∈ R. По теоре-
ме 2.1.11 характеристическая функция однозначно определяет рас-
пределение случайной величины. Поэтому должно выполняться ра-
венство (2.1.11). Оно называется формулой свертки. J

Теорема 1.4.13, разумеется, справедлива для вероятности P
вместо внешней меры µ∗. В таком виде она сформулирована в
виде теоремы 1.5.16 под названием первой части леммы Боре-
ля –Кантелли (Felix Édouard Justin Émile Borel, Farancesco Paolo
Cantelli). Ее дополняет следующая теорема, известная в теории ве-
роятностей под названием второй части леммы Бореля –Кантелли.

2.1.16. Теорема. Пусть даны любое вероятностное про-
странство (Ω,F ,P) и независимые события An ∈ F , n ∈ N. Если∑∞

n=1 P{An} =∞, то P{∩∞k=1 ∪∞n=k An} = 1.
I Утверждение очевидно, если P{An} = 1 для бесконечного

числа n ∈ N. Можно считать, что P{An} < 1 для всех n ∈ N. Утвер-
ждение является следствием формулы де Моргана, теоремы 1.4.3 и
следующих соотношений

P{∩∞k=1 ∪∞n=k An} = 1− lim
k→∞

P{∩∞n=kA
c
n} =

= 1− lim
k→∞

∞∏
n=k

P{Acn} = 1− lim
k→∞

e
∑∞
n=k ln(1−P{An}) = 1,

так как
∑∞

n=k ln(1− P{An}) ≤ −
∑∞

n=k P{An} = −∞. J

2.2. Комплексное гильбертово пространство

Большое число утверждений о случайных процессах с конеч-
ными вторыми моментами удобно доказывать методами гильбер-
товых пространств. Напомним некоторые необходимые сведения о
гильбертовых пространствах. Любое комплексное число z можно
записать в виде линейной комбинации z = x + iy, с мнимой еди-
ницей i =

√
−1, вещественной части x = <z ∈ R и мнимой части

y = =z ∈ R числа z. Комплексное число z = x − iy называется
сопряженным к комплексному числу z. Величина |z| =

√
x2 + y2

называется нормой комплексного числа z. Отдавая дань традиции,
точки линейного пространства будут называться векторами.

2.2.1. Определение. Множество H векторов называется ком-
плексным линейным пространством, если для любых векторов
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x, y ∈ H определена их сумма x + y ∈ H, для любого комплекс-
ного (в частности, вещественного) числа α и для любого x ∈ H
определено их произведение αx ∈ H. Cуществует вектор 0 ∈ H та-
кой, что x + 0 = x для любого x ∈ H. Для любого вектора x ∈ H
существует вектор −x ∈ H такой, что x + (−x) = 0. Произведение
αx равно нулевому вектору, если число α равно нулю или вектор x
является нулевым. Перечисленные операции для любых α,β ∈ C и
для любых x, y, z ∈ H должны удовлетворять условиям:

(i) x+ y = y + x, (x+ y) + z = x+ (y + z);

(ii) 1 · x = x,α(βx) = (αβ)x;

(iii) (α+ β)x = αx+ βx,α(x+ y) = αx+ αy.

Любое подмножество комплексного линейного пространства H, ко-
торое само является комплексным линейным пространством c теми
же операциями, называется подпространством пространства H.

Ради сокращения речи комплексные линейные пространства
называют линейными пространствами без упоминания слова ком-
плексные. Линейные пространства также называются векторны-
ми пространствами. Примеры таких пространств уже встречались
ранее, например функциональное пространство Lp из первой гла-
вы. Другим примером подпространства может служить линейная
оболочка span(F ) произвольного множества F ⊂ H. Она состо-
ит из всех возможных линейных комбинаций

∑n
k=1 ckxk векторов

x1, . . . , xn ∈ F с коэффициентами c1, . . . , cn ∈ C.
2.2.2. Определение. Линейное пространство H называется

пространством со скалярным произведением, если определена функ-
ция 〈x, y〉 : H ×H → C, называемая скалярным произведением, удо-
влетворяющая следующим условиям:

(iv) 〈x, x〉 ≥ 0, причем 〈x, x〉 = 0, если и только если x = 0;

(v) 〈x, y〉 = 〈y, x〉, 〈αx, y〉 = α〈x, y〉, 〈x+ y, z〉 = 〈x, z〉+ 〈y, z〉

для любых α ∈ C, x, y, z ∈ H. Любая часть пространства со ска-
лярным произведением H, которая сама является пространством с
тем же самым скалярным произведением, называется подпростран-
ством пространства H.

Из свойств скалярного произведения следует, что

〈x,αy〉 = α〈x, y〉, 〈x, y + z〉 = 〈x, y〉+ 〈x, z〉
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для любых α ∈ C, x, y ∈ H. Величина ‖x‖ =
√
〈x, x〉 называется нор-

мой вектора x ∈ H. Докажем, что для любых x, y ∈ H выполняет-
ся неравенство Коши–Буняковского (Augustin Louis Cauchy, Вик-
тор Яковлевич Буняковский) |〈x, y〉|2 ≤ 〈x, x〉〈y, y〉. Оно является
обобщением интегрального неравенства тех же авторов из теоремы
1.6.10. Неравенство выполняется, если 〈x, y〉 = 0. Если 〈x, y〉 6= 0, то
для h = λ〈x, y〉/|〈x, y〉|, λ ∈ R, выполняется неравенство

0 ≤ ‖x− hy‖2 = ‖x‖2 − 2λ|〈x, y〉|+ λ2‖y‖2.

Квадратный трехчлен положителен для всех λ ∈ R. Поэтому его
дискриминант |〈x, y〉|2 − ‖x‖2‖y‖2 неположителен.

Из неравенства Коши–Буняковского вытекает неравенство
треугольника ‖x + y‖ ≤ ‖x‖ + ‖y‖ для любых x, y ∈ H. Действи-
тельно, так как |〈x, y〉+ 〈y, x〉| ≤ 2‖x‖‖y‖, то

‖x+ y‖2 = ‖x‖2 + 〈x, y〉+ 〈y, x〉+ ‖y‖2 ≤ (‖x‖+ ‖y‖)2.

Из двух равенств ‖x±y‖2 = 〈(x±y), (x±y)〉 вытекает равенство
параллелограмма

‖x+ y‖2 + ‖x− y‖2 = 2‖x‖2 + 2‖y‖2, x, y ∈ H.

Говорят, что последовательность {xn}n≥1 векторов из про-
странства со скалярным произведением H сходится в среднем квад-
ратичном или по норме к вектору x ∈ H, если limn→∞ ‖xn−x‖ = 0.
Говорят, что последовательность {xn}n≥1 удовлетворяет условию
Коши в среднем квадратичном или по норме, также говорят, что
она фундаментальна, если limm,n→∞ ‖xm−xn‖ = 0. ПространствоH
со скалярным произведением называется гильбертовым простран-
ством, если любая фундаментальная последовательность сходится
в среднем квадратичном к некоторому вектору в H. Свойство схо-
димости фундаментальных последовательностей называется свой-
ством полноты. Можно сказать, что гильбертовым пространством
называется любое полное пространство со скалярным произведени-
ем. Любая часть гильбертова пространства H, которая сама явля-
ется гильбертовым пространством с тем же самым скалярным про-
изведением, называется подпространством пространства H.

Вектор x ∈ H называется предельным для множества F ⊆ H,
если существует последовательность {xn}n≥1 различных векторов
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из множества F, которая сходится по норме к x.Множество F назы-
вается замкнутым, если оно содержит все свои предельные точки.
Множество G называется открытым, если его дополнение является
замкнутым множеством. Нетрудно проверить, что любое замкнутое
линейное подмножество гильбертова пространства H само является
гильбертовым пространством со скалярным произведением, насле-
дуемым от H. Множество F ⊂ H, к которому добавлены все его
предельные точки, называется замыканием множества F. Замыка-
ние множества F ⊆ H является замкнутым множеством.

Следующая простая теорема является важным средством для
изучения многих свойств гильбертова пространства, а также многих
свойств случайных процессов второго порядка.

2.2.3. Теорема. Пусть даны векторы x, y, xt, yt, t ∈ T, из гиль-
бертова пространства H. Пусть t0 и s0 являются предельными
точками параметрического множества T. Если limt→t0 ‖xt−x‖ = 0
и lims→s0 ‖yt − y‖ = 0, то lims→s0,t→t0 |〈xt, ys〉 − 〈x, y〉| = 0.

I С помощью неравенства треугольника можно убедиться, что∣∣∣‖xt‖ − ‖x‖∣∣∣ ≤ ‖xt − x‖ → 0 при t→ t0.

Поэтому величина supt∈U ‖xt‖ конечна для некоторой окрестности
U точки t0. Из неравенства Коши–Буняковского следует, что

|〈xt, ys〉 − 〈x, y〉| = |〈xt, (ys − y)〉+ 〈(xt − x), y〉| ≤

≤
√
‖ys − y‖2‖xt‖2 +

√
‖xt − x‖2‖y‖2 → 0

при s→ s0, t→ t0. J
Векторы x, y ∈ H называются ортогональными, если 〈x, y〉 = 0.

Вектор x называется нормированным, если ‖x‖ = 1. Попарно ор-
тогональные, нормированные векторы xk, k = 1, . . . , n, называются
ортонормированными. Возьмем x ∈ H и поставим задачу найти ми-
нимум функции f(c) = ‖x −

∑n
k=1 ckxk‖ комплексных переменных

c = (c1, . . . , cn), предполагая, что векторы x1, . . . , xn ортонормиро-
ваны. Простые вычисления показывают, что

|f(c)|2 = ‖x‖2 −
n∑
k=1

ck〈x, xk〉 −
n∑
k=1

ck〈xk, x〉+
n∑
k=1

|ck|2.

Если воспользоваться равенством

|ck − 〈x, xk〉|2 = |ck|2 − ck〈x, xk〉 − ck〈xk, x〉+ |〈x, xk〉|2,
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то предыдущее равенство примет следующий вид

|f(c)|2 = ‖x‖2 +
n∑
k=1

|ck − 〈x, xk〉|2 −
n∑
k=1

|〈x, xk〉|2.

Из этого равенства следует решение поставленной задачи

inf |f(c)|2 = |f(α)|2 = ‖x‖2 −
n∑
k=1

|〈x, xk〉|2,

α = (α1, . . . ,αn) = (〈x, x1〉, . . . , 〈x, xn〉).
(2.2.1)

Так как f(c) ≥ 0 для всех c ∈ C× · · · × C, то

n∑
k=1

|〈x, xk〉|2 ≤ ‖x‖2. (2.2.2)

Это неравенство называется неравенством Бесселя (Frierich Wilhelm
Bessel). Его можно распространить на случай счетного числа орто-
нормированных векторов xk ∈ H, k ∈ N, полагая n→∞.

2.2.4. Определение. Ортонормированная последователь-
ность {en}n≥1 векторов из гильбертова пространства H называется
полной, если не существует ненулевого вектора x ∈ H, ортогональ-
ного со всеми en, n ∈ N. Полная ортонормированная последователь-
ность называется базисом в гильбертовом пространстве H.

2.2.5. Теорема. Пусть дана некоторая ортонормированная
последовательность векторов {en}n≥1 из гильбертова простран-
ства H. (i) Для любого вектора x ∈ H последовательность {yn}n≥1

векторов yn =
∑n

k=1〈x, ek〉ek, n ∈ N, сходится по норме к некоторо-
му вектору y ∈ H. (ii) Если последовательность {en}n≥1 является
базисом в гильбертовом пространстве H, то

lim
n→∞

‖x−
n∑
k=1

〈x, ek〉ek‖ = 0 (2.2.3)

для любого вектора x ∈ H.
I (i). Из (2.2.2) следует, что

∑∞
k=1 |〈x, ek〉|2 ≤ ‖x‖2 и

lim
n,m→∞

‖yn − ym‖2 = lim
n,m→∞

n∨m∑
k=n∧m

|〈x, ek〉|2 = 0.
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Последовательность {yn}n≥1 удовлетворяет условию Коши и, следо-
вательно, сходится по норме к некоторому вектору y ∈ H.

(ii). В силу (i) последовательность {yn}n≥1 сходится по норме
к некоторому вектору y ∈ H. Отсюда и из теоремы 2.2.3 следует,
что 〈(x − y), er〉 = limn→∞〈(x − yn), er〉 = 0 для любого er, r ∈ N, и,
следовательно, x = y. Утверждение (2.2.3) доказано. J

Из равенства ‖x−
∑n

k=1〈x, ek〉ek‖2 = ‖x‖2 −
∑n

k=1 |〈x, ek〉|2 вы-
текает равенство Парсеваля (Marc-Antoine Parseval)

∞∑
k=1

|〈x, ek〉|2 = ‖x‖2.

Оно допускает обобщение на случай двух векторов x, y ∈ H

∞∑
k=1

|〈x, ek〉|〈ek, y〉 = 〈x, y〉. (2.2.4)

Действительно, из (2.2.3) и теоремы 2.2.3 следует, что

〈x, y〉 −
n∑
k=1

〈x, ek〉〈ek, y〉 = 〈x−
n∑
k=1

〈x, ek〉ek, y −
n∑
k=1

〈y, ek〉ek〉 → 0

при n→∞. Равенство (2.2.4) также носит имя Парсеваля.
В качестве примера будет показано, что функции Хаара об-

разуют базис в гильбертовом пространстве L2([0, 1]) вещественных
функций f(t), t ∈ [0, 1], интегрируемых в квадрате ∫1

0 |f(x)|2 dt <∞
по мере Лебега. Множество L2([0, 1]) является вещественным гиль-
бертовым пространством со скалярным произведением

〈f, g〉 =

∫ 1

0
f(t)g(t) dt. (2.2.5)

Функции f, g ∈ L2([0, 1]) считаются равными, если они совпадают
п.в. по отношению к мере Лебега.

Функции Хаара (Alfréd Haar) Hn : [0, 1]→ R, n = 0, n ∈ N, опре-
деляются по следующему правилу:

H0(t) = 1, t ∈ [0, 1], H1(t) =

{
1, t ∈ [0, 1/2],
−1, t ∈ (1/2, 1].
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Если n ∈ N, k ∈ [2n, 2n+1), то

Hk(t) =


2n/2, t ∈ [(k − 2n)2−n, (k − 2n + 1/2)2−n],

−2n/2, t ∈ ((k − 2n + 1/2)2−n, (k − 2n + 1)2−n],
0, t ∈ [0, 1] \ [(k − 2n)2−n, (k − 2n + 1)2−n].

Нетрудно проверить, что функции Хаара ортонормированы.
2.2.6. Теорема. Последовательность {Hn}n≥0 функций Хаара

полна в гильбертовом пространстве L2[0, 1].
I Пусть f ∈ L2([0, 1]) и 〈f,Hn〉 = 0 для всех n ∈ {0} ∪ N.

Обозначим F (t) = ∫ t0 f(u) du, t ∈ [0, 1]. Условие 〈f,Hk〉 = 0 для k = 1
и k ∈ [2n, 2n+1), n ∈ N, можно записать в следующем виде

F

(
k − 2n

2n

)
− 2F

(
k − 2n + 1/2

2n

)
+ F

(
k − 2n + 1

2n

)
= 0.

Положив n = 0 и k = 1, а затем n = 1 и k = 2, можно увидеть, что
значения функции F в точках t = 0, 1/4, 1/2, 1 лежат на некоторой
прямой y = αt+β. Рассуждая подобным образом, можно убедиться,
что значения функции F лежат на прямой y = αt+β при t = k2−n,
k = 0, . . . , 2n для любого n ∈ N. В этом также можно убедиться с
помощью рассуждений по индукции. Множество точек указанного
вида всюду плотно в [0, 1]. Поэтому F (t) = αt+ β для всех t ∈ [0, 1]
и, в частности, β = F (0) = 0. Производная функции F существует
п.в. по мере Лебега. Поэтому F ′(t) = f(t) = α п.в. по мере Лебега.
Из условия 〈f,H0〉 = 0 следует, что α = 〈f,H0〉 = 0. J

2.2.7. Теорема. Если c0, cn ∈ R, |cn| ≤ cnα для всех n ∈ N и
для некоторых c > 0 и 0 < α < 1/2, то ряд

∑∞
n=0 cn ∫

t
0Hn(u) du

сходится равномерно по t ∈ [0, 1].
I Заметим, что функция Sk(t) =

∫ t
0 Hk(u) du, t ∈ [0, 1], неот-

рицательна. Если 2n ≤ k < 2n+1, n ≥ 2, то Sk(t) ≤ 2−n/2−1 и
Sk(t)Sm(t) = 0 для 2n ≤ k 6= m < 2n+1, t ∈ [0, 1]. С учетом нера-
венства max2n≤k<2n+1 |ck| ≤ c2α(n+1) можно видеть, что

∞∑
n=2

2n+1−1∑
k=2n

|ckSk(t)| ≤ c
∞∑
n=0

2−n/2−1+α(n+1) <∞.

По теореме Вейерштрасса (Karl Theodor Wilhelm Weierstraß) ряд из
непрерывных функций, почленно мажорируемый абсолютно сходя-
щимся числовым рядом, сходится равномерно. J
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Подмножества F и G гильбертова пространства H называются
ортогональными, если любые их представители x ∈ F и y ∈ G орто-
гональны. Запись F⊥G означает, что множества F и G ортогональ-
ны. В частности, запись x⊥F означает, что вектор x ортогонален с
любым вектором из F. Множество F⊥ векторов x таких, что x⊥F,
называется ортогональным дополнением к множеству F. Если век-
тор x ∈ H можно записать в виде суммы x = y+ z векторов y ∈ F и
z⊥F, то вектор y называется проекцией вектора x на множество F.

2.2.8. Теорема. (i) Сумма F + G = {x + y : x ∈ F, y ∈ G}
ортогональных подпространств F и G гильбертова пространства
H является подпространством пространства H.
(ii) Ортогональное дополнение F⊥ к любому множеству F ⊆ H
является подпространством гильбертова пространства H.
(iii) Замыкание любого линейного подпространства F гильбертова
пространства H является гильбертовым пространством.

I (i). Можно считать очевидным, что множество F + G явля-
ется линейным подпространством пространства H. Пусть вектор x
является предельной точкой множества F +G. Имеется последова-
тельность {xn}n≥1, xn = yn + zn, yn ∈ F, zn ∈ G, которая сходит-
ся по норме к x. В силу ортогональности множеств F и G выпол-
няется равенство ‖xn − xm‖2 = ‖yn − ym‖2 + ‖zn − zm‖2. Так как
limn,m→∞ ‖xn − xm‖ = 0, то последовательности {yn}n≥1 и {zn}n≥1

удовлетворяют условию Коши и, следовательно, сходятся по норме
к некоторым векторам y ∈ F и z ∈ G. Тем самым доказано, что
множество F +G содержит все свои предельные точки.

(ii). Если x, y ∈ F⊥, то 〈αx + βy, z〉 = α〈x, z〉 + β〈y, z〉 = 0
для любых α,β ∈ C, z ∈ F. Это доказывает, что F⊥ является ли-
нейным пространством. Пусть вектор x является предельным для
множества F⊥. Имеется последовательность {xn}n≥1 векторов из
F⊥, которая сходится по норме к x. С помощью теоремы 2.2.3 мож-
но убедиться, что 0 = limn→∞〈xn, y〉 = 〈x, y〉 для любого y ∈ F и,
следовательно, x ∈ F⊥.

(iii). Требуется только доказать, что замыкание множества
F является линейным пространством. Пусть x, y ∈ H являются
предельными точками множества F. Найдутся последовательности
{xn}n≥1 и {yn}n≥1 векторов из F, сходящиеся по норме к x и y. За-
метим, что αxn + βyn ∈ F для любых α,β ∈ C и n ∈ N и

‖(αx+ βy)− (αxn + βyn)‖ ≤ |α|‖x− xn‖+ |β|‖y − yn‖ → 0
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при n→∞. Вектор αx+ βy является предельным для F. J
2.2.9. Теорема. Пусть дано произвольное подпространство

K гильбертова пространства H. Для любого вектора x ∈ H суще-
ствуют единственные векторы y ∈ F, z ∈ K⊥ такие, что x = y+z.

I Если x ∈ K, то в качестве проекции y следует взять сам век-
тор x. Далее предполагается, что x /∈ K. Напомним, что величина
ρ(x,K) = inf{‖x− x′‖ : x′ ∈ K} называется расстоянием между точ-
кой x ∈ H и множеством K. С помощью неравенства треугольника
‖x′−x′′‖ ≤ ‖x′−x′′′‖+‖x′′′−x′′‖ для любых x′, x′′, x′′′ ∈ H можно убе-
диться, что |ρ(x′,K)−ρ(x′′,K)| ≤ ‖x′−x′′‖. В силу этого неравенства
функция ρ непрерывна. Так как функция ρ непрерывна и множе-
ство K замкнуто, то d = ρ(x, F ) > 0. Существуют yn ∈ K,n ∈ N,
такие, что limn→∞ ‖x − yn‖ = d. Воспользуемся равенством парал-
лелограмма

2‖x− yn‖2 + 2‖x− ym‖2 = 4‖x− ym + yn
2

‖2 + ‖ym − yn‖2.

Величина слева стремится к 4d2 при m,n → ∞. Первое слагае-
мое справа не может быть меньше 4d2. Поэтому последовательность
{yn}n≥1 удовлетворяет условию Коши limm,n→∞ ‖ym − yn‖2 = 0 и,
следовательно, сходится по норме к некоторому y ∈ H. Так как
yn ∈ K для всех n ∈ N и множество K замкнуто, то y ∈ K. Заме-
тим, что ‖x− y‖ = d. Докажем, что вектор z = x− y и множество K
ортогональны. С этой целью заметим, что для любого t ∈ K и для
любого числа h ∈ C выполняется неравенство

d2 ≤ ‖x− (y − ht)‖2 = ‖z + ht‖2 = ‖z‖2 + 2<(h〈t, z〉) + |h|‖t‖2.

Так как ‖z‖2 = d2, то 0 ≤ 2<(h〈t, z〉) + |h|‖t‖2. Это неравенство
может выполняться для всех h ∈ C только, если 〈t, z〉 = 0.

Докажем утверждение о единственности. Если x = y + z и
x = y′ + z′ для некоторых y, y′ ∈ K, z, z′⊥K, то y − y′ = z′ − z ∈ K и
z′ − z⊥K. Поэтому вектор z − z′ ортогонален сам с собой и, следо-
вательно, z = z′, а также y − y′ = z′ − z = 0. J

2.2.10. Теорема. Пусть даны любые векторы z1, . . . , zn гиль-
бертова пространства H. Тогда проекция ẑ произвольного вектора
z ∈ H на множество span(z1, . . . , zn) является линейной комбина-
цией ẑ =

∑n
k=1 ckzk с некоторыми коэффициентами c1, . . . , cn ∈ C.

Если векторы z1, . . . , zn ортонормированы, то ẑ =
∑n

k=1〈z, zk〉zk.
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I Заметим, что линейная оболочка span(z1, . . . , zn) является
подпространством гильбертова пространства H. В предыдущей тео-
реме доказано, что ‖z − ẑ‖ = inf{‖z − x‖ : x ∈ span(z1, . . . , zn)}. Ес-
ли векторы z1, . . . , zn ортонормированы, то вектор ẑ имеет указан-
ный вид в силу решения (2.2.1) задачи на минимум. Предположим,
что векторы z1, . . . , zn не являются ортонормированными. Можно
считать, что не все из них равны нулю. В противном случае утвер-
ждение очевидно. С помощью стандартных рассуждений, известных
из курса линейной алгебры, можно построить ортонормированные
векторы e1, . . . , er ∈ span(z1, . . . , zn), r ≤ n, такие, что выполняется
равенство span(z1, . . . , zn) = span(e1, . . . , er). По доказанному выше
проекция ẑ имеет следующий вид ẑ =

∑r
k=1〈z, ek〉ek и, следователь-

но, является линейной комбинацией векторов z1, . . . , zn. J

2.3. Преобразование Фурье конечных мер

Характеристические функции случайных векторов являются
одним из основных средств исследования многих свойств случай-
ных процессов. Они являются преобразованиями Фурье вероятност-
ных распределений на конечномерных евклидовых пространствах.
Любая конечная мера отличается от вероятностной меры некото-
рым положительным сомножителем. Поэтому естественно изучать
преобразования Фурье конечных мер. Здесь собраны необходимые
сведения о преобразованиях Фурье конечных мер, определенных на
борелевской сигма-алгебре вещественной прямой.

2.3.1. Определение. Пусть дана произвольная конечная мера
µ : B(R)→ R+. Функция

f̂(t) =

∫
R
eitx µ{dx}, t ∈ R, (2.3.1)

называется преобразованием Фурье меры µ.
2.3.2. Теорема. Преобразование Фурье любой конечной меры

является ограниченной равномерно непрерывной функцией.
I Функция f̂ ограничена |f̂(t)| ≤ µ{R}. Докажем, что она рав-
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номерно непрерывна. Воспользуемся неравенством

|f̂(t1)− f̂(t2)| =
∣∣∣ ∫ ∞
−∞

eit1x(1− ei(t2−t1)x)µ{dx}
∣∣∣ ≤

≤
∫ c

−c
|1− ei(t2−t1)x|µ{dx}+ 2

∫
{|x|>c}

µ{dx}

для любых t1, t2 ∈ R, c > 0. Для любого ε > 0 найдется c > 0 такое,
что

∫
{|x|>c} µ{dx} < ε/4. В силу неравенства |1 − eiα| ≤ |α| для

α ∈ R справедлива оценка |1 − ei(t2−t1)x| ≤ |x||t2 − t1|. Обозначим
δ = ε/(2c(1 + µ{R})). Функция f̂ равномерно непрерывна, так как
для любых t1, t2 ∈ R, |t1 − t2| < δ, выполняются неравенства

|f̂(t1)− f̂(t2)| ≤ c|t2 − t1|
∫
{|x|≤c}

µ{dx}+ 2

∫
{|x|>c}

µ{dx} < ε. J

2.3.3. Пример. Для любого числа λ > 0 функции Hλ(t) =
e−λ|t| и hλ(t) = λ/(π(λ2 + t2)), t ∈ R, связаны равенствами

hλ(t) =
1

2π

∫ ∞
−∞

e−itxHλ(x) dx,Hλ(t) =

∫ ∞
−∞

eitxhλ(x) dx.

В этом можно убедиться с помощью несложных вычислений. Функ-
ция Hλ является преобразованием Фурье конечной меры µ{A} =
∫A hλ(x) dx,A ∈ B(R). При t = 0 второе равенство принимает следу-
ющий вид ∫ ∞

−∞
hλ(x) dx =

1

π

∫ ∞
−∞

λ

λ2 + x2
dx = 1. (2.3.2)

2.3.4. Теорема. Пусть дана произвольная конечная мера
µ : B(R) → R+. Если µ-интегрируемая функция g : R → C удовле-
творяет условию ∫R eitxg(x)µ{dx} = 0 для всех t ∈ R, то она равна
нулю п.в. по отношению к мере µ.

I Предположим дополнительно, что функция принимает толь-
ко вещественные значения. Обозначим g± положительную и от-
рицательную части функции g и определим две конечные меры
µ±{A} = ∫A g± µ{dx}, A ∈ B(R). Из условия теоремы следует, что∫

R
eitx µ+{dx} −

∫
R
eitx µ−{dx} =

∫
R
eitxg(x)µ{dx} = 0.
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По теореме 2.1.11 меры µ± равны, и, следовательно,∫
R
g+(x)

g+(x)

1 + g+(x)
µ{dx} =

∫
R
g−(x)

g+(x)

1 + g+(x)
µ{dx} = 0,

так как g+(x)g−(x) = 0 для всех x ∈ R. По теореме 1.6.7 функция
g+ равна нулю п.в. по отношению к мере µ. В этих рассуждениях
функции g+ и g− можно поменять ролями и доказать, что g− = 0
п.в. по отношению к мере µ. Рассмотрим общий случай.

По условию функция ∫R eitxg(x)µ{dx} равна нулю для всех
t ∈ R. Поэтому интегралы от вещественной и мнимой частей подын-
тегральной функции должны равняться нулю∫

R
<(eitxg(x))µ{dx} =

∫
R
(cos(tx)<g(x)− sin(tx)=g(x))µ{dx} = 0,∫

R
=(eitxg(x))µ{dx} =

∫
R
(sin(tx)<g(x) + cos(tx)=g(x))µ{dx} = 0.

Заметим, что функция ∫R cos(tx)<g(x)µ{dx}, t ∈ R, четная, а функ-
ция ∫R sin(tx)=g(x)µ{dx}, t ∈ R, нечетная. Они равны в силу перво-
го равенства, и, следовательно, каждая из них равна нулю. По тем
же причинам функции ∫R sin(tx)<g(x)µ{dx} и ∫R cos(tx)=g(x)µ{dx}
переменного t ∈ R также равны нулю. Отсюда и из формул Эйлера
(Leonhard Euler) 2 cosα = eiα + e−iα и 2i sinα = eiα − e−iα,α ∈ R,
следует, что∫

R
eitx<g(x)µ{dx} = 0,

∫
R
eitx=g(x)µ{dx} = 0, t ∈ R.

По доказанному выше вещественные функции <g(x) и =g(x), x ∈ R,
равны нулю п.в. по отношению к мере µ. J

Функция f : R→ C вида f(x) =
∑n

k=1 cke
itkx для произвольных

n ∈ N, c1, . . . , cn ∈ C, t1, . . . , tn ∈ R, называется тригонометриче-
ским полиномом. Из многочисленных свойств таких функций, нам
понадобится свойство плотности, описанное в следующей теореме.

2.3.5. Теорема. Для любой конечной меры µ : B(R) → R+ и
для любой функции g : R → C, интегрируемой в квадрате по мере
∫R |g(x)|2 µ{dx} <∞, найдется последовательность {gn}n≥1 триго-
нометрических полиномов такая, что

lim
n→∞

∫
R
|gn(x)− g(x)|2 µ{dx} = 0. (2.3.3)
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I Обозначим L2(R,µ) множество всех функций g : R→ C, инте-
грируемых в квадрате ∫R |g(x)|2 µ{dx} <∞. Это множество является
комплексным гильбертовым пространством со скалярным произве-
дением 〈f, g〉 = ∫R f(x)g(x)µ{dx}. Тригонометрические полиномы,
интегрируемые в квадрате по мере µ, являются векторами указан-
ного гильбертова пространства.

Назовем тригонометрический полином f(x) =
∑n

k=1 cke
itkx ар-

гумента x ∈ R рациональным, если t1, . . . , tn являются рациональ-
ными числами и коэффициенты c1, . . . , cn, являются рациональ-
ными комплексными числами в том смысле, что их веществен-
ные <ck и мнимые =ck части являются рациональными числами.
Выделим среди всех таких полиномов те, которые интегрируемы
‖f‖2 = ∫R ||f(x)|2 µ{dx} < ∞ в квадрате, и эти интегралы строго
положительны ‖f‖2 > 0. Таких полиномов найдется не более счет-
ного числа. Занумеруем их в виде последовательности {fn}n≥1. По
известному правилу можно построить ортонормированную после-
довательность тригонометрических полиномов. Напомним это пра-
вило. Положим e1 = f1/‖f1‖ и заметим, что линейные оболочки
span(e1) и span(f1) совпадают. Далее можно рассуждать по индук-
ции. Предположим, что уже построены ортонормированные триго-
нометрические полиномы e1, . . . , en такие, что линейные оболочки
span(e1, . . . , en) и span(f1, . . . , fn) совпадают. По теореме 2.2.9 су-
ществует проекция g функции fn+1 на множество span(f1, . . . , fn).
Функция fn+1 − g ортогональна к множеству span(f1, . . . , fn). Так
как выполняется равенство span(f1, . . . , fn) = span(e1, . . . , en), то,
положив en+1 = (fn+1 − g)/‖fn+1 − g‖, получится ортонормирован-
ное множество e1, . . . , en+1. Требуемая ортонормированная последо-
вательность {en}n≥1 построена. Заметим, что каждый рациональ-
ный тригонометрический полином является линейной комбинацией
некоторых функций из построенной ортонормированной последова-
тельности. Докажем, что последовательность {en}n≥1 образует ба-
зис в гильбертовом пространстве L2(R,µ). Предположим противное,
что существует функция g ∈ L2(R,µ) такая, что ∫R |g(x)|2 µ{dx} 6= 0,
и ортогональная с каждой функцией en, n ∈ N. Так как каждый ра-
циональный полином f является линейной комбинацией некоторых
функций из ортонормированной последовательности, то 〈g, f〉 = 0 и,
в частности, для f(x) = eitx, x ∈ R, с любым рациональным t. Равен-
ство ∫R eitxg(x)µ{dx} = 〈f, g〉 = 0 для любых рациональных t влечет
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равенство ∫R eitxg(x)µ{dx} = 0 для всех t ∈ R, так как преобразо-
вание Фурье меры µ является непрерывной функцией. По теореме
2.3.4 функция g равна нулю п.в. по отношению к мере µ, что ведет
к противоречию 0 < ∫R |g(x)|2 µ{dx} = 0. Тем самым доказано, что
последовательность {en}n≥1 составляет базис в гильбертовом про-
странстве L2(R,µ). По теореме 2.2.5 найдется последовательность
{gn}n≥1 тригонометрических полиномов со свойством (2.3.3). J

2.3.6. Определение. Функция R : T → C, определенная на
T = R или T = Z, называется положительно определенной, если

n∑
k=1

n∑
m=1

R(tk − tm)zkzm ≥ 0 (2.3.4)

для любых n ∈ N, t1, . . . , tn ∈ T, z1, . . . , zn ∈ C.
Если положить n = 1 и z1 = 1, то 0 ≤ R(0). Если поло-

жить n = 2, t1 = t, t2 = 0, z1 = i, z2 = 1, то мнимая часть
<R(t) − <R(−t) двойной суммы должна равняться нулю и, следо-
вательно, выполняется равенство <R(t) = <R(−t) для всех t ∈ T.
Если положить n = 2, t1 = t, t2 = 0, z1 = z2 = 1, то получится ра-
венство =R(−t) = −=R(t) для всех t ∈ T. Тем самым доказано,
что любая положительно определенная функция R обладает свой-
ством эрмитовости R(−t) = R(t) для всех t ∈ T. Если положить
n = 2, t1 = t, t2 = 0, z1 = R(t), z2 = x ∈ R, то получится неравенство
R(0)|R(t)|2 + 2|R(t)|2x + R(0)x2 ≥ 0 для всех x ∈ R. Дискриминант
4|R(t)|4 − 4|R(0)|2|R(t)|2 указанного положительного трехчлена не
может быть строго положительным, и, следовательно, выполняется
неравенство |R(t)| ≤ R(0) для всех t ∈ T.

2.3.7. Пример. Преобразование Фурье f̂ любой конечной ме-
ры µ : B(R)→ R+ является положительно определенной функцией.

Требуемое свойство вытекает из следующих соотношений
k∑
k=1

n∑
m=1

f̂(tk − tm)zkzm =

∫
R

n∑
k=1

n∑
m=1

eitkxzkeitmxzm µ{dx} =

=

∫
R

∣∣∣ n∑
k=1

eitkxzk

∣∣∣2 µ{dx} ≥ 0

для любого n ∈ N и для любых комплексных чисел z1, . . . , zn.
2.3.8. Пример. Произведение Hλ(t)R(t), t ∈ R, функции Hλ

из примера 2.3.3 и любой положительно определенной функцией
R(t), t ∈ R, является положительно определенной функцией.
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I Действительно, для любого n ∈ N и для любых комплексных
чисел z1, . . . , zn, справедливы соотношения

n∑
k=1

n∑
r=1

R(tk − tr)Hλ(tk − tr)zkzr =

=

∫ ∞
−∞

n∑
k=1

n∑
r=1

R(tk − tr)ei(tk−tr)xzkzrh(x) dx ≥ 0,

так как двойная сумма под знаком интеграла неотрицательна для
всех вещественных чисел x.

2.3.9. Теорема. Пусть дана непрерывная положительно опре-
деленная функция R : R→ R. Если ∫∞−∞ |R(t)| dt <∞, то

f(x) =
1

2π

∫ ∞
−∞

e−itxR(t) dt ≥ 0, x ∈ R,
∫ ∞
−∞

f(x) dx <∞. (2.3.5)

I Убедимся, что для любого c > 0 функция

fc(x) =
1

2πc

∫ c

0

∫ c

0
e−iuxeivxR(u− v) dudv, x ∈ R, (2.3.6)

принимает неотрицательные значения. Разобьем сегмент [0, c] точ-
ками 0 = u0 < u1 < · · · < un = c, чтобы выполнялось условие
max1≤k≤n(uk − uk−1)→ 0 при n→∞. Подынтегральная функция в
(2.3.6) непрерывна. Поэтому (по определению интеграла Римана)

2πcfc(x) = lim
n→∞

n∑
k=1

n∑
m=1

R(uk − um)e−ixukeixum .

По условию (2.3.4) двойная сумма неотрицательна и, следовательно,
fc(x) ≥ 0 для всех c > 0 и x ∈ R. Преобразование u = u, v = u− t пе-
ременных интегрирования позволяет переписать двойной интеграл
(2.3.6) в следующем виде

fc(x) =
1

2π

∫ c

−c
e−itx(1− |t|

c
)R(t) dt.

По теореме об ограниченной сходимости можно перейти к пределу
при c→∞ под знаком интеграла, и, следовательно,

0 ≤ lim
c→∞

fc(x) =
1

2π

∫ ∞
−∞

e−itxR(t) dt = f(x), x ∈ R. (2.3.7)
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Докажем, что интеграл ∫∞−∞ fc(x) dx ограничен равномерно по
c > 0. Неотрицательная функция fc(x), x ∈ R, непрерывна, следова-
тельно, она интегрируема на любом сегменте [−y, y], y > 0. Обозна-
чим gc(y) = ∫y−y fc(x) dx и λc(z) = z−1 ∫2z

z gc(y) dy для z > 0. Так как
функция gc(y), y > 0, возрастает, то gc(z) ≤ λc(z) для всех z > 0.
Поэтому достаточно доказать, что функция λc(z), z > 0, ограниче-
на равномерно по c > 0. С помощью леммы Фубини величину gc(y)
можно записать в следующем виде

gc(y) =
1

2π

∫ y

−y

∫ c

−c
e−itx(1−|t|

c
)R(t) dtdx =

1

π

∫ c

−c

sin(yt)

t
(1−|t|

c
)R(t)dt.

Снова с помощью теоремы Фубини величину λc(z) можно предста-
вить в следующем виде

λc(z) =
1

πz

∫ c

−c

∫ 2z

z

sin(yt)

t
(1− |t|

c
)R(t) dydt =

=
1

πz

∫ c

−c

cos(zt)− cos(2zt)

t2
(1− |t|

c
)R(t) dt.

С помощью формулы двойного угла cos(2α) = 1 − 2 sin2(α),α ∈ R,
последний интеграл можно преобразовать к следующему виду

λc(z) =
2

πz

∫ c

−c

sin2(zt)− sin2(zt/2)

t2
(1− |t|

c
)R(t) dt.

Так как |(1− |t|/c)R(t)| ≤ R(0) для |t| ≤ c, то

λc(z) ≤
2R(0)

π

∫ ∞
−∞

sin2(zt) + sin2(zt/2)

zt2
dt =

=
2R(0)

π

∫ ∞
−∞

sin2(w) + sin2(w/2)

w2
dw.

В (2.3.7) доказано, что limc→∞ fc(x) = f(x). Отсюда, в силу леммы
Фату (теорема 1.6.4), следует, что∫ z

−z
f(x) dx ≤ lim inf

c→∞
gc(z) ≤ sup

z>0,c>0
λc(z) <∞

и ∫∞−∞ f(x) dx <∞. Все утверждения в (2.3.5) доказаны. J
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Доказанная ниже теорема Бохнера –Хинчина (Salomon Boch-
ner, Александр Яковлевич Хинчин) содержит описание непрерыв-
ных положительно определенных функций.

2.3.10. Теорема. Для любой непрерывной положительно
определенной функции R : R→ C существует единственная конеч-
ная мера µ : B(R)→ R+ такая, что

R(t) =

∫
R
eitx µ{dx}, t ∈ R. (2.3.8)

I Сначала будет доказано утверждение о существовании ме-
ры µ. Интерес представляет только случай R(0) > 0. Напомним,
что |R(t)| ≤ R(0) для всех t ∈ R. Ради удобства последующих
записей будет предполагаться, что R(0) = 1. Для любого λ > 0
функция R(t)Hλ(t), t ∈ R, интегрируема по Лебегу и положитель-
но определена в силу примера 2.3.8. По теореме 2.3.9 функция
fλ(x) = ∫∞−∞ e−itxR(t)Hλ(t) dt, x ∈ R, неотрицательна и интегри-
руема по Лебегу. Она соответствует характеристической функции
R(t)Hλ(t), t ∈ R, некоторой случайной величины и, следовательно,
должны выполняться равенства

R(t)Hλ(t) =

∫
R
eitx µλ{dx} =

∫ ∞
−∞

eitx dFλ(x), t ∈ R, (2.3.9)

где µλ{A} = (2π)−1 ∫A fλ(x) dx,A ∈ B(R), и Fλ(x) = µλ{(−∞, x]},
x ∈ R. Обратим внимание, что Fλ(−∞) = 0 и Fλ(∞) = 1. Ниже
будет доказано, что существуют неубывающая, непрерывная справа
функция F : R → R+ со свойствами F (−∞) = 0 и F (∞) = 1, а
также последовательность {Fλn}n≥1 такая, что λn ↓ 0 при n ↑ ∞
и limn→∞ Fλn(x) = F (x) для любой точки x ∈ R непрерывности
функции F. Кроме того, будет доказано, что

lim
n→∞

∫ ∞
−∞

eitx dFλn(x) =

∫ ∞
−∞

eitx dF (x), t ∈ R. (2.3.10)

Из (2.3.9) и (2.3.10) следует представление (2.3.8) с мерой Лебега –
Стилтьеса µ{A} = µF {A}, A ∈ B(R), построенной по функции F.

Докажем существование функций F и Fλn , n ∈ N, с перечис-
ленными свойствами. Напомним, что все функции Fλ, λ > 0, огра-
ничены. Запишем множество рациональных чисел Q в виде после-
довательности {rm}m≥1. Положим λn = 1/n, n ∈ N. Диагональным
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методом можно построить подпоследовательность {Fλkn}n≥1 такую,
что для любого m ∈ N последовательность {Fλkn (rm)}n≥1 сходит-
ся к некоторому числу G(rm). При этом выполняется неравенство
G(r) ≤ G(r′), если r, r′ ∈ Q и r < r′. Можно считать, что са-
ма последовательность {Fλn}n≥1 обладает этим свойством. Опреде-
лим функцию F : R → R, положив F (x) = infQ3r>xG(r). Нетруд-
но проверить, что функция F не убывает, непрерывна справа и
limn→∞ Fλn(x) = F (x) в каждой точке x ∈ R непрерывности функ-
ции F. Вычислим интегралы от левой и правой частей равенства
(2.3.9) по сегменту [−δ, δ] для любого δ > 0. Это приведет к следу-
ющим соотношениям

1

2δ

∫ δ

−δ
(1−R(t)Hλ(t)) dt =

1

2δ

∫ δ

−δ

∫ ∞
−∞

(1− eitx) dFλ(x) dt =

=

∫ ∞
−∞

(1− sin(δx)

δx
) dFλ(x) ≥

∫
{|δx|≥2}

(1− sin(δx)

δx
) dFλ(x).

Возьмем δ > 0 такое, чтобы ±2/δ были точками непрерывности
функции F, и устремим λ = λn → 0. В результате получится нера-
венство

1

2δ

∫ δ

−δ
(1−R(t)) dt ≥ 1

2
(1− F (2/δ) + F (−2/δ)).

Величина слева может быть сделана произвольно малой путем выбо-
ра числа δ > 0. Отсюда следует, что F (−∞) = 0 и F (∞) = 1. Чтобы
завершить доказательство теоремы, осталось доказать утверждение
(2.3.10). Ниже будет доказано более общее утверждение, а именно
вместо функции eitx, x ∈ R, будет стоять произвольная непрерыв-
ная, ограниченная функция g : R→ C. Ради простоты записи будет
предполагаться, что |g(x)| ≤ 1 для всех x ∈ R.

Для любого ε > 0 найдется b > 0 такое, что ±b являются точ-
ками непрерывности функции F и ∫{|x|>b} dF (x) < ε/4. Разобьем
сегмент [−b, b] точками −b = x0 < x1 < · · · < xm = b таким образом,
чтобы точки деления были точками непрерывности функции F и
выполнялось неравенство maxxk−1≤x≤xk |g(x)−g(xk)| < ε/4 для всех
k = 1, . . . ,m. Такие точки найдутся, так как существует не более
счетного числа точек разрыва функции F и функция g равномерно
непрерывна на сегменте [−b, b]. Разность интегралов из (2.3.10) с g
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вместо eitx можно переписать в следующем сокращенном виде∣∣∣ ∫ ∞
−∞

g dFλn −
∫ ∞
−∞

g dF
∣∣∣ =

∣∣∣ ∫ b

−b
g dFλn −

∫ b

−b
g dF + Jn

∣∣∣,
Jn =

∫
{|x|>b}

g dFλn −
∫
{|x|>b}

g dF.

(2.3.11)

Так как limn→∞ Fλn(±b) = F (±b), то

lim sup
n→∞

|Jn| ≤ lim
n→∞

∫
{|x|>b}

dFλn +

∫
{|x|>b}

dF <
ε

2
. (2.3.12)

Запишем разность других двух интегралов в следующем виде

∣∣∣ ∫ b

−b
g dFλn −

∫ b

−b
g dF

∣∣∣ =
∣∣∣ m∑
k=1

∫ xk

xk−1

(g(x)− g(xk)) dFλn−

−
m∑
k=1

∫ xk

xk−1

(g(x)− g(xk)) dF −
m∑
k=1

g(xk)(

∫ xk

xk−1

dFλn −
∫ xk

xk−1

dF )
∣∣∣.

Выбор точек деления приводит к следующей оценке

∣∣∣ ∫ b

−b
g dFλn −

∫ b

−b
g dF

∣∣∣ ≤ ε
4

m∑
k=1

(∫ xk

xk−1

dFλn +

∫ xk

xk−1

dF
)

+

+

m∑
k=1

∣∣∣ ∫ xk

xk−1

dFλn −
∫ xk

xk−1

dF
∣∣∣ ≤ ε

2
+

m∑
k=1

∣∣∣ ∫ xk

xk−1

dFλn −
∫ xk

xk−1

dF
∣∣∣.

Так как limn→∞ Fλn(xk) = F (xk) для всех k = 1, . . . ,m, то

lim sup
n→∞

∣∣∣ ∫ b

−b
g dFλn −

∫ b

−b
g dF

∣∣∣ ≤ ε
2
.

Из этой оценки и (2.3.11)–(2.3.12) следует, что

lim sup
n→∞

∣∣∣ ∫ ∞
−∞

g(x) dFλn(x)−
∫ ∞
−∞

g(x) dF (x)
∣∣∣ ≤ ε.

Число ε > 0 можно взять произвольно малым. Поэтому верхний
предел совпадает с обычным пределом и этот предел равен нулю.

Мера µ из представления (2.3.8) однозначно определяется по
функции R. Действительно, µ является мерой Лебега –Стилтьеса,
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построенной по функции F. Из доказательства видно, что функция
F однозначно определяется по функции R. J

Теорема Герглотца (Gustav Herglotz), доказанная ниже, содер-
жит описание положительно определенных функций R : Z→ C.

2.3.11. Теорема. Для любой положительно определенной
функции R : Z → C существует единственная конечная мера µ,
определенная на сигма-алгебре B((−π,π]) борелевских подмножеств
множества (−π,π], такая, что

R(t) =

∫
(−π,π]

eitx µ{dx}, t ∈ Z. (2.3.13)

I Доказательство похоже на доказательство предыдущей тео-
ремы. В частности, доказательство утверждения о единственности
меры совпадает с доказательством соответствующего утверждения
из предыдущей теоремы. Докажем утверждение о существовании
меры µ при предположении, что

∑∞
n=−∞ |R(n)| < ∞. Позже это

дополнительное условие будет устранено. Для любого n ∈ N опре-
делим функцию fn : R→ R+, положив

fn(x) =
1

n

n−1∑
k=0

n−1∑
m=0

R(k −m)e−ixkeixm.

Функция fn принимает неотрицательные значения в силу свойства
(2.3.4). Преобразование переменных k = k,m = k− t позволяет пре-
образовать двойную сумму к следующему виду

fn(x) =

n−1∑
t=−n+1

R(t)e−ixt(1− |t|
n

).

Докажем, что для любого x ∈ R последовательность {fn(x)}n≥1 схо-
дится. Так как

∑∞
t=−∞ |R(t)| < ∞, то для любого ε > 0 найдется

r = r(ε) ∈ N такое, что
∑
|t|≥r |R(t)| < ε/4. Из неравенства

|fn(x)− fn+m(x)| ≤
∣∣∣ r−1∑
t=−r+1

R(t)e−itx(
|t|

n+m
− |t|
n

)
∣∣∣+ 4

∑
|t|≥r

|R(t)|

для n ≥ r и m ∈ N следует, что lim supn→∞ |fn(x) − fn+m(x)| < ε

для любого m ∈ N. Так как число ε > 0 можно взять произволь-
но малым, то limn→∞ |fn(x) − fn+m(x)| = 0. Последовательность
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{fn(x)}n≥1 удовлетворяет условию Коши и, следовательно, сходит-
ся. Определим функцию f : R → R+, положив f(x) = limn→∞ fn(x)
для x ∈ R. Функции fn, n ∈ N, ограничены числом

∑
|t|≥0 |R(t)|. Для

любого k ∈ Z, |k| < n, все слагаемые, кроме t = k, в сумме справа∫ π

−π
eikxfn(x) dx =

n−1∑
t=−n+1

∫ π

−π
R(t)ei(k−t)x(1− |t|

n
) dx = R(k)(1− |k|

n
)

равны нулю. Отсюда следует, что

R(t) = lim
n→∞

R(t)(1− |t|
n

) = lim
n→∞

∫ π

−π
eitxfn(x) dx =

∫ π

−π
eitxf(x) dx.

Равенство (2.3.13) выполняется с конечной мерой µ{A} = ∫A f(x) dx,
A ∈ B((−π,π]). Обратимся к общему случаю.

Выше отмечалось, что для любого λ > 0 функцияHλ(t) = e−λ|t|,
t ∈ R, положительно определена. В силу примера 2.3.8 функция
R(t)Hλ(t), t ∈ Z, положительно определена. Она удовлетворяет усло-
вию

∑∞
t=−∞ |R(t)Hλ(t)| <∞, так как функция R ограничена. Опре-

делим функцию fλ,n : R→ R+, положив

fλ,n(x) =
n−1∑

t=−n+1

R(t)Hλ(t)e
−ixt(1− |t|

n
), x ∈ R.

Последовательность {fλ,n}n≥1 сходится к некоторой ограниченной,
неотрицательной функции fλ(x), x ∈ R, и выполняются равенства

R(t)Hλ(t) =

∫
(−π,π]

eitxµλ{dx} =

∫ π

−π
eitxdFλ(x), t ∈ Z,

где µλ{A} = ∫A fλ(x)dx,A ∈ B((−π,π]). Функция Fλ определяется по
правилу Fλ(x) = µ{(−π, x]}, x ∈ (−π,π]. Заметим, что Fλ(x) ≤ R(0)
для всех λ > 0 и x ∈ (−π,π].Далее можно рассуждать, как при дока-
зательстве теоремы 2.3.10. Найдется последовательность {Fλn}n≥1,
где λn ↓ 0 при n ↑ ∞, сходящаяся к некоторой неубывающей,
непрерывной справа функции F : [−π,π] → R+, в каждой точке
x ∈ (−π,π] непрерывности функции F, а также в точке π. Снова,
как при доказательстве теоремы 2.3.10, можно убедиться, что

R(t)← R(t)Hλn(t) =

∫ π

−π
eitx dFλkn (x)→

∫ π

−π
eitx dF (x), t ∈ Z,

при n → ∞. Равенство (2.3.13) выполняется с мерой Лебега –
Стилтьеса µ{A}, A ∈ B((−π,π]), построенной по функции F. J
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2.4. Нормальные распределения

Напомним определение и некоторые свойства нормального рас-
пределения. Считается, что все рассматриваемые случайные вели-
чины определены на вероятностном пространстве (Ω,F ,P).

Пусть дана вещественная матрица σ = (σk,m), k,m = 1, . . . , d.
Квадратичная форма

u′σu =

d∑
k=1

d∑
m=1

ukσk,mum, u = (u1, . . . , ud) ∈ Rd, (2.4.1)

называется положительно определенной, если u′σu ≥ 0 для всех
u ∈ Rd. Квадратичная форма u′σu называется строго положитель-
но определенной, если u′σu ≥ 0 для всех u ∈ Rd и u′σu = 0 только
при u1 = · · · = ud = 0. Определитель |σ| матрицы σ неотрицателен и
|σ| > 0, если квадратичная форма строго положительно определена.

2.4.1. Определение. Случайный вектор X = (X1, . . . , Xd) на-
зывается нормальным, если его характеристическая функция может
быть записана в следующем виде

Eei〈X,u〉 = ei〈µ,u〉−(1/2)u′σu, u = (u1, . . . , ud) ∈ Rd. (2.4.2)

Вектор µ = (µ1, . . . ,µd) ∈ Rd и положительно определенная матрица
σ = (σk,m), k,m = 1, . . . , d, называются параметрами нормального
случайного вектора X. Нормальный случайный вектор X называ-
ется невырожденным, или собственным, если |σ| > 0.

С помощью дифференцирования можно убедиться, что

EXk = −i ∂
∂uk

Eei〈X,u〉
∣∣
u=0

= µk,

E((Xk − EXk)(Xm − EXm)) = − ∂2

∂uk∂um
Eei〈X−µ,u〉

∣∣
u=0

= σk,m.

В силу этих равенств матрица σ называется ковариационной матри-
цей случайного вектора X = (X1, . . . , Xd). По теореме 2.1.12 случай-
ные величины X1, . . . , Xd независимы тогда и только тогда, когда
σk,m = 0 для любых k 6= m, k,m = 1, . . . , d.

Пусть дан произвольный невырожденный нормальный случай-
ный вектор X = (X1, . . . , Xd) с параметрами µ и σ. Обозначим
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B = (bk,m), k,m = 1, . . . , d, матрицу, обратную ковариационной мат-
рице σ. Нетрудно проверить, что квадратичная форма

Q(x1, . . . , xd) =

d∑
k=1

d∑
m=1

(xk − µk)bk,m(xm − µm) (2.4.3)

переменных x1 − µ1, . . . , xd − µd ∈ R положительно определена.
2.4.2. Теорема. Распределение невырожденного нормального

случайного вектора X = (X1, . . . , Xd) с параметрами µ и σ можно
представить в следующем виде

P{X ∈ A} =
1

(2π|σ|)d/2

∫
A

exp
{
− 1

2
Q(x)

}
dx,A ∈ B(Rd).

Под интегралом понимается d-мерный интеграл. Использованы со-
кращенные записи x = (x1, . . . , xd) и dx = dx1 · · · dxd.

I Обозначим ν{A}, A ∈ B(Rd), функцию справа. Докажем, что
ν является вероятностной мерой, ν{Rd} = 1, и ее преобразование
Фурье совпадает с характеристической функцией случайного век-
тора X. В курсах по алгебре доказывается, что существует невы-
рожденная вещественная матрица C = (ck,m), k,m = 1, . . . , d, такая,
что C ′BC = 1, где C ′ – матрица, транспонированная к матрице C,
и 1 – единичная матрица. Условимся точку x = (x1, . . . , xd) считать
вектор-столбцом. Транспонирование переводит этот вектор-столбец
в вектор-строку x′. Квадратичную форму (2.4.3) можно записать
в следующем виде Q(x) = (x − µ)′B(x − µ). Преобразуем вектор-
столбец x− µ в вектор-столбец y = C−1(x− µ), где C−1 – матрица,
обратная к матрице C. Замена переменных x− µ = Cy преобразует
Q к сумме квадратов новых переменных

(Cy)′B(Cy) = y′(C ′BC)y = y′1y =

d∑
k=1

y2
k.

C помощью замены переменных x− µ = Cy нетрудно доказать, что

ν{Rd}=
1

(2π|σ|)d/2

∫
Rd
e−Q(x)/2 dx=

d∏
k=1

1√
2π

∫ ∞
−∞

e−x
2
k/2 dxk = 1.

С помощью той же самой замены переменных можно убедиться, что∫
Rd
ei〈u,x〉 dν =

1

(2π|σ|)d/2

∫
Rd

exp
{
i〈u, x〉 − 1

2
Q(x)

}
dx =

= ei〈u,µ〉−(1/2)u′σu. J
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2.4.3. Определение. Случайная величина X : Ω→ R называ-
ется нормальной, если ее характеристическая функция может быть
записана в следующем виде

EeiuX = eiµu−σ
2u2/2, u ∈ R,σ ≥ 0. (2.4.4)

Числа µ ∈ R и σ2 ≥ 0 называются параметрами случайной величи-
ныX.Нормальная случайная величина называется невырожденной,
или собственной, если σ > 0.

Из (2.4.4) следует, что µ = EX и σ2 = E(X − EX)2. Сформули-
руем частный случай теоремы 2.4.2.

2.4.4. Теорема. Распределение собственной нормальной слу-
чайной величины X : Ω → R с параметрами µ ∈ R и σ2 > 0 можно
представить в следующем виде

P{X ∈ A} =
1√

2πσ2

∫
A
e−(x−µ)2/(2σ2)dx,A ∈ B(R).

Обратим внимание, что символы µ и σ обозначают число (век-
тор) и число (матрицу). Из контекста ясно, идет речь о случайной
величине или о случайном векторе.

Сформулируем одно простое, но важное утверждение, которое
непосредственно вытекает из определения 2.4.1.

2.4.5. Замечание. Cлучайный вектор (X1, . . . , Xd) : Ω → Rd

является нормальным тогда и только тогда, когда любая линейная
комбинация

∑d
k=1 ukXk с коэффициентами u1, . . . , ud ∈ R является

нормальной случайной величиной.
Для доказательства существования процесса броуновского дви-

жения нам понадобятся неравенства Гордона (R. D. Gordon). Из
их формулировки (2.4.5) можно вывести границы для отношения
∫∞x e−u

2/2 du/e−x
2/2, известного под названием отношения Миллса

(John P. Mills). Неравенства, подобные неравенству Гордона, полу-
чили названия неравенств для отношения Миллса.

2.4.6. Теорема. Для любого x > 0 справедливы неравенства

x

1 + x2
e−x

2/2 <

∫ ∞
x

e−u
2/2 du <

1

x
e−x

2/2. (2.4.5)

I Интегрирование по частям приводит к равенству∫ ∞
x

1

u2
e−u

2/2 du =
1

x
e−x

2/2 −
∫ ∞
x

e−u
2/2 du.
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Разность справа положительна, что влечет правое неравенство в
(2.4.5). Из предыдущего равенства следует, что

1

x
e−x

2/2 =

∫ ∞
x

(1 +
1

u2
)e−u

2/2 du < (1 +
1

x2
)

∫ ∞
x

e−u
2/2 du.

Отсюда следует левое неравенство в (2.4.5). J
2.4.7. Теорема. Пусть вещественные случайные величины

Xn, n ∈ N, определенные на вероятностном пространстве (Ω,F ,P),
имеют общую стандартную нормальную функцию распределения

P{Xn < x} = Φ(x) =
1√
2π

∫ x

−∞
e−u

2/2du, x ∈ R.

Тогда P{∩∞n=1 ∪∞k=n {|Xk| > c
√

ln k}} = 0 для любого c >
√

2.
I В силу правого неравенства (2.4.5) справедлива оценка

P{|Xn| > c
√

lnn} =
2√
2π

∫ ∞
c
√

lnn
e−u

2/2 du <
2

c
√

2π lnn
e−c

2 lnn/2

для n ∈ N, n ≥ 2. Отсюда следует, что

∞∑
n=2

P

{
|Xn| > c

√
lnn

}
≤
∞∑
n=2

2

c
√

2π lnnnc2/2
<∞.

Утверждение выполняется по теореме 1.5.16 с µ = P. J

2.5. Условные математические ожидания

Понятие условного математического ожидание было введено в
употребление А. Н. Колмогоровым в его монографии [14]. Оно будет
играть основную роль при изучении теории мартингалов. Здесь бу-
дут изложены основные свойства условных математических ожида-
ний, необходимые для изучения свойств случайных процессов. Пол-
ное изложение теории условных математических ожиданий сильно
увеличило бы объем этой главы. Заинтересованный читатель мо-
жет познакомиться с другими свойствами условных математических
ожиданий по учебникам [5], [8], [16], [17]. Предполагается, что все
измеримые функции, о которых пойдет речь, определены на веро-
ятностном пространстве (Ω,F ,P).
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2.5.1. Определение. Условным математическим ожидани-
ем измеримой функции X : Ω → R относительно сигма-алгебры
G ⊆ F называется G-измеримая функция E(X|G) : Ω → R такая,
что для любого A ∈ G выполняется равенство∫

A
XdP =

∫
A

E(X|G)dP. (2.5.1)

Ниже встретятся утверждения, касающиеся элементарных со-
бытий, которые выполняются почти всюду по отношению к вероят-
ности PG{A} = P{A}, A ∈ G. Ради сокращения записи часто пишут,
что такие утверждения выполняются п.в., опуская упоминание о PG .
Например, G-измеримые функции f, g : Ω→ R равны п.в. Здесь «за-
были» написать PG-почти всюду. Утверждение состоит в том, что
{f = g} ∈ G и PG{f = g} = P{f = g} = 1.

2.5.2. Теорема. Если существует математическое ожида-
ние измеримой функции X : Ω→ R, то существует условное мате-
матическое ожидание E(X|G) : Ω→ R относительно любой сигма-
алгебры G ⊆ F . Любые две версии условного математического ожи-
дания E(X|G) совпадают PG-п.в.

I По теореме 1.6.14 функция µ{A} = ∫AXdP, A ∈ G, является
счетно-конечным зарядом. Заряд µ абсолютно непрерывен относи-
тельно вероятности PG . По теореме 1.8.5 существует G-измеримая
функция E(X|G) : Ω → R со свойством (2.5.1). По теореме 1.6.15
любые две G-измеримые функции со свойством (2.5.1) равны п.в.,
подробнее, они равны PG-почти всюду. J

Условное математическое ожидание относительно сигма-
алгебр, порожденных разбиениями, можно определить конструктив-
но. Напомним, что попарно несовместные события An ∈ F , n ∈ N,
образуют разбиение множества Ω, если Ω = ∪∞n=1An.

2.5.3. Теорема. Пусть сигма-алгебра G порождена разбиени-
ем An ∈ F , n ∈ N, множества Ω. Если математическое ожидание
измеримой функции X : Ω→ R существует, то

E(X|G) =

∞∑
n=1

E(X1An)

P{An}
1An , (2.5.2)

где E(X1An)/P{An} = 0 по определению, если P{An} = 0.
I Непосредственно видно, что функция E(X|G) : Ω → R изме-

рима относительно сигма-алгебры G. Проверим условие (2.5.1). По
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теореме 1.6.14 функция
∫
A E(X|G)dP, A ∈ G, является зарядом. Каж-

дое множество A ∈ G представляет собой объединение конечного
или счетного числа множеств из числа An, n ∈ N. Пусть, например,
A = ∪∞m=1Akm . Так как E(X|G)1An = (E(X1An)/P{An})1An п.в., то

∫
A

E(X|G) dP =

∞∑
m=1

∫
Akm

E(X|G) dP =

∞∑
m=1

E(X1Akm ) =

∫
A
X dP. J

В следующей теореме перечислены некоторые свойства услов-
ных математических ожиданий.

2.5.4. Теорема. Пусть даны произвольные σ-алгебры G,G′ ⊆ F
и расширенные случайные величины X,Y : Ω→ R, математические
ожидания которых существуют.
(i) Если X ≥ 0 п.в., то E(X|G) ≥ 0 п.в.
(ii) Если X = c п.в. для некоторого c ∈ R, то E(X|G) = c п.в.
(iii) E(E(X|G)) = EX.
(iv) Если G = {Ω,∅}, то E(X|G) = EX п.в.
(v) Если E|X| <∞, то |E(X|G)| <∞ п.в.
(vi) E(cX|G) = cE(X|G) п.в. для любого c ∈ R.
(vii) |E(X|G)| ≤ E(|X||G) п.в.
(viii) Если X измерима относительно G, то E(X|G) = X п.в.
(ix) Если G ⊆ G′, то E(X|G) = E(E(X|G)|G′) = E(E(X|G′)|G) п.в.
(x) Если X и G независимы, то E(X|G) = EX п.в.
(xi) Если X = Y п.в., то E(X|G) = E(Y |G) п.в.
(xii) Если X ≤ Y п.в., то E(X|G) ≤ E(Y |G) п.в.
(xiii) Если суммы X + Y и EX + EY корректно определены, то су-
ществует E(X + Y |G) и E(X + Y |G) = E(X|G) + E(Y |G) п.в.

I (i). Если X ≥ 0, то функция µ{A} = ∫AX dP, A ∈ G, является
мерой и, следовательно, E(X|G) ≥ 0 п.в. по теореме 1.8.5.

(ii). Функция, тождественно равная постоянной c, G-измерима.
Равенство E(X|G) = c п.в. выполняется по теореме 1.6.15, так как∫
A E(X|G) dP =

∫
AX dP =

∫
A c dP для любого A ∈ G.

(iii), (iv). Утверждения непосредственно следуют из определе-
ния условного математического ожидания.

(v). Если E|X| <∞, то ∫Ω |E(X|G)| dP <∞ по теореме Радона –
Никодима. По теореме 1.6.7 функция E(X|G) п.в. конечна.

(vi). Утверждение следует из определения условного математи-
ческого ожидания и из линейного свойства интегралов.
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(vii). Утверждение следует из 2.5.1 и неравенств ±X ≤ |X|,∫
A

E(±X|G) dP =

∫
A

(±X) dP ≤
∫
A
|X| dP =

∫
A

E(|X||G) dP, A ∈ G.

По теореме 1.6.15 выполняется неравенство ±E(X|G) ≤ E(|X||G) п.в.
и, следовательно, |E(X|G)| ≤ E(|X||G) п.в.

(viii). Функции X и E(X|G) измеримы относительно G. Так как
∫AE(X|G) dP = ∫AXdP, A ∈ G, то E(X|G) = X п.в. по теореме 1.6.15.

(ix). Первое равенство выполняется в силу утверждения (viii).
Далее, для любого A ∈ G выполняются равенства∫

A
E(E(X|G′)|G) dP =

∫
A

E(X|G′) dP =

∫
A
X dP =

∫
A

E(X|G) dP.

Равенство E(E(X|G′)|G)=E(X|G) п.в. выполняется по теореме 1.6.15.
(x). Так как X и G независимы, то E(X1A) = EXP{A} для

любого A ∈ G и, следовательно, ∫A E(X|G) dP = ∫AX dP = ∫A EX dP.
Функция, равная постоянной EX, измерима относительно G. По тео-
реме 1.6.15 выполняется равенство E(X|G) = EX п.в.

(xi). По теореме 1.6.8 выполняется равенство ∫AXdP = ∫A Y dP
для любого A ∈ G, и, следовательно, ∫A E(X|G) dP = ∫A E(Y |G) dP.
Равенство E(X|G) = E(Y |G) п.в. выполняется по теореме 1.6.15.

(xii). Если X ≤ Y п.в., то∫
A

E(X|G) dP =

∫
A
X dP ≤

∫
A
Y dP =

∫
A

E(Y |G) dP, A ∈ G.

По теореме 1.6.15 выполняется неравенство E(X|G) ≤ E(Y |G) п.в.
(xiii). По теореме 1.6.5 существует E(X +Y ) и выполняется ра-

венство E(X + Y ) = EX + EY. По теореме 2.5.2 существует условное
математическое ожидание E(X + Y |G) и выполняются равенства∫

A
E(X + Y |G) dP =

∫
A

(X + Y ) dP =

=

∫
A
X dP +

∫
A
Y dP =

∫
A

E(X|G) dP +

∫
A

E(Y |G) dP, A ∈ G.

Тем самым доказано, то сумма
∫
A E(X|G) dP+

∫
A E(Y |G) dP коррект-

но определена. По теореме 1.6.5 выполняется равенство∫
A

(E(X|G) + E(Y |G)) dP =

∫
A

E(X|G) dP +

∫
A

E(Y |G) dP
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и, следовательно,∫
A

E(X + Y |G) dP =

∫
A

(E(X|G) + E(Y |G)) dP.

Требуемое равенство E(X+Y |G) = E(X|G)+E(Y |G) п.в. выполняется
по теореме 1.6.15. J

2.5.5. Замечание. Для любой сигма-алгебры G ⊆ F и для лю-
бой расширенной случайной величины X : Ω → R, для которой су-
ществует математическое ожидание, выполняются неравенства

(E(X|G))+ ≤ E(X+|G), (E(X|G))− ≤ E(X−|G) п.в. (2.5.3)

I Неравенства являются непосредственными следствиями теоремы
2.5.4 и неравенств X ≤ X+ и −X ≤ X−. J

Нам представится много случаев убедиться в полезности сле-
дующего неравенства Иенсена (Johan Jensen).

2.5.6. Теорема. Пусть даны σ-алгебра G ⊆ F , выпуклая функ-
ция g : (a, b)→ R, (a, b) ⊂ R, случайная величина X : Ω→ (a, b). Если
E|X| < ∞, то Eg−(X) < ∞, a < E(X|G) < b п.в. и выполняется
неравенство Иенсена g(E(X|G)) ≤ E(g(X)|G) п.в.

I Утверждение, что Eg−(X) < ∞ было доказано в теореме
2.1.9. По теореме 2.5.4 выполняется неравенство |E(X|G)| < ∞ п.в.
Если b < ∞, то b − X > 0 и E(X|G) ≤ b п.в. по теореме 2.5.4. Из
соотношений

0 ≤
∫
{E(X|G)≥b}

(E(X|G)− b) dP =

∫
{E(X|G)≥b}

(X − b) dP ≤ 0

следует, что P{E(X|G) ≥ b} = 0 и E(X|G) < b п.в. Это неравенство
также выполняется для b = ∞. Аналогично можно доказать нера-
венство a < E(X|G) п.в. Далее, по теореме 1.10.3 выполняется равен-
ство g(X) = supn≥1(anX+bn) для некоторых чисел an, bn ∈ R, n ∈ N.
Отсюда следует неравенство E(g(X)|G) ≥ anE(X|G)+bn п.в. для лю-
бого n ∈ N. Применение теоремы 1.10.3 ведет к требуемому неравен-
ству E(g(X)|G) ≥ supn≥1(anE(X|G) + bn) = g(E(X|G)) п.в. J

2.5.7. Теорема. Пусть даны сигма-алгебра G ⊆ F и измери-
мые функции X,Xn : Ω → R, n ∈ N, такие, что все математиче-
ские ожидания EXn, n ∈ N, существуют.
(i) Если Xn ↑ X п.в. и E(infn≥1Xn) > −∞ или если Xn ↓ X п.в. и
E(supn≥1Xn) <∞, то EX существует и

lim
n→∞

E(Xn|G) = E(X|G) п.в.
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(ii) Если E(infn≥1Xn) > −∞, то

E(lim inf
n→∞

Xn|G) ≤ lim inf
n→∞

E(Xn|G) п.в.

(iii) Если E(supn≥1Xn) <∞, то

lim sup
n→∞

E(Xn|G) ≤ E(lim sup
n→∞

Xn|G) п.в.

(iv) Если E(supn≥1 |Xn|) <∞, limn→∞Xn = X п.в., то

lim
n→∞

E(Xn|G) = E(X|G) п.в., lim
n→∞

E|E(Xn|G)− E(X|G)| = 0.

(v) Если E|X| <∞,E|Xn| <∞, n ∈ N, limn→∞ E|Xn −X| = 0, то

lim
n→∞

E|E(Xn|G)− E(X|G)| = 0, lim
n→∞

E(Xmn |G) = E(X|G) п.в.

для некоторой последовательности {mn}n≥1 индексов.
(vi) Если Xn ≥ 0 п.в. для всех n ∈ N, то

E(
∞∑
n=1

Xn|G) =
∞∑
n=1

E(Xn|G) п.в.

I (i). Обозначим h = infn≥1Xn. Предположим, что Xn ↑ X и
∫Ω h dP > −∞. Математическое ожидание EX существует, так как
h ≤ X, и, следовательно, X− ≤ h− и EX− ≤ Eh− < ∞. Обо-
значим множество B ⊆ Ω, на котором выполняются неравенства
E(h|G) ≤ E(Xn|G) ≤ E(Xn+1|G) ≤ E(X|G) для всех n ∈ N. Множе-
ство B принадлежит сигма-алгебре G и имеет единичную вероят-
ность. Возрастающая последовательность {1BE(Xn|G)}n≥1 поточеч-
но сходится к некоторой G-измеримой функции Y : Ω → R. Так как
E(h|G) ≤ Y п.в., то −∞ < EY. Пусть A ∈ G. По теореме 1.6.9 приме-
нительно к {Xn}n≥1 и {1A∩BE(Xn|G)}n≥1 справедливы следующие
соотношения∫

A
Y dP←

∫
A

E(Xn|G) dP =

∫
A
Xn dP→

∫
A
X dP =

∫
A

E(X|G) dP

при n → ∞. Равенство первого и последнего интегралов влечет ра-
венство Y = E(X|G) п.в. по теореме 1.6.15. Так как B ∈ G,P{B} = 1
и limn→∞ 1BE(Xn|G) = Y, то limn→∞ E(Xn|G) = E(X|G) п.в. Ана-
логично можно доказать, что limn→∞ E(Xn|G) = E(X|G) п.в., если
выполняются условия Xn ↓ X и E(supn≥1Xn) <∞.
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(ii). Так как Yn = infk≥nXk ↑ X = lim infn→∞Xn и EY1 > −∞,
то (см. доказательство (i)) выполняются следующие соотношения

E(X|G) = lim
n→∞

E(Yn|G) ≤ lim inf
n→∞

E(Xn|G) п.в.

(iii). Так как Zn = supk≥nXk ↓ Z = lim supn→∞Xn и EZ1 < ∞, то
(см. доказательство (i)) выполняются следующие соотношения

lim sup
n→∞

E(Xn|G) ≤ lim
n→∞

E(Zn|G) = E(Z|G) п.в.

(iv). Заметим, что E|X| < ∞. В силу теорем 1.6.18 и 2.5.4 справед-
ливы следующие соотношения

E|E(Xn|G)− E(X|G)| ≤ E|Xn −X| → 0 при n→∞.

Утверждение limn→∞ E(Xn|G) = E(X|G) п.в. следует из (ii) и (iii),
так как lim infn→∞Xn = X = lim supn→∞Xn п.в.

(v). Из условия E|Xn −X| → 0 и теоремы 2.5.4 следует, что

E|E(Xn|G)− E(X|G)| = E|E(Xn −X|G)| ≤
≤ EE(|Xn −X||G) = E|Xn −X| → 0 при n→∞.

Отсюда следует (применить неравенство Чебышева), что последо-
вательность {E(Xn|G)}n≥1 сходится по вероятности к E(X|G). Тре-
буемая последовательность {mn}n≥1 существует по теореме 1.5.14.

(vi). Утверждение следует из (i) и теоремы 2.5.4. Действитель-
но, Yn =

∑n
k=1Xk ↑

∑∞
k=1Xk = Y при n→∞ и

∞∑
k=1

E(Xk|G) = lim
n→∞

n∑
k=1

E(Xk|G) = lim
n→∞

E(Yn|G) = E(Y |G) п.в. J

2.5.8. Теорема. Пусть даны измеримые функцииX,Y : Ω→ R
и сигма-алгебра G ⊆ F . Если Y измерима относительно G и суще-
ствуют математические ожидания EX и E(XY ), то

E(XY |G) = Y E(X|G) п.в. (2.5.4)

I Доказательство будет проведено в два этапа.
(i). Предположим, что X ≥ 0 и Y = 1B, B ∈ G. Из равенств

E(Y E(X|G)1A) = E(1A1BX) = E(E(Y X|G)1A) для любого A ∈ G сле-
дует равенство (2.5.4) по теореме 1.6.15. По теореме 2.5.4 равенство
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(2.5.4) выполняется для любой неотрицательной, G-простой функ-
ции Y =

∑n
k=1 ck1Bk , Bk ∈ G, ck ∈ R+, k = 1, . . . , n. Далее, по теоре-

ме 1.5.9 для любой неотрицательной, G-измеримой функции Y най-
дутся неотрицательные, G-измеримые простые функции Yn, n ∈ N,
такие, что Yn ↑ Y при n ↑ ∞. Равенство (2.5.4) выполняется для
Y = Yn. Заметим, что E(infn≥1 YnX) ≥ 0 и YnX ↑ Y X при n ↑ ∞. По
теореме 2.5.7 выполняются следующие соотношения

Y E(X|G) = lim
n→∞

YnE(X|G) = lim
n→∞

E(XYn|G) = E(XY |G) п.в.

(ii). Пусть X и Y удовлетворяют условиям теоремы. По усло-
вию существует E(XY ) и, следовательно, одна из величин E(XY )±

конечна, например, E(XY )+ <∞. Запишем произведение XY в сле-
дующем виде XY = (XY )+ − (XY )−, где (XY )+ = X+Y + +X−Y −

и (XY )− = X−Y + +X+Y −. По теореме 2.5.4 и по доказанному в (i)
выполняются следующие равенства

E(XY |G) = E((XY )+|G)− E((XY )−|G) п.в., (2.5.5)
E((XY )+|G) = Y +E(X+|G) + Y −E(X−|G) п.в., (2.5.6)
E((XY )−|G) = Y −E(X+|G) + Y +E(X−|G) п.в. (2.5.7)

По теореме 2.5.4 функция E((XY )+|G) конечна п.в. Поэтому сла-
гаемые в сумме (2.5.6) конечны. В частности, должно выполняться
равенство Y − = 0, если E(X−|G) =∞. Вычтем (2.5.7) из (2.5.6) и за-
метим, что можно группировать слагаемые, относящиеся к E(X+|G)
и E(X−|G). Такая группировка слагаемых не приводит к неопреде-
ленностям. В результате с учетом (2.5.5) получится требуемое ра-
венство (2.5.4). J



Глава 3
Свойства случайных
процессов

В этой главе дается общее представление о понятии случай-
ного процесса и обсуждаются свойства, которыми могут обладать
случайные процессы.

3.1. Понятие случайного процесса

После определения случайного процесса возникает естествен-
ный вопрос о его существовании. Ответ содержится в данном па-
раграфе. Предполагается, что все случайные векторы, о которых
пойдет речь, определены на вероятностном пространстве (Ω,F ,P).

3.1.1. Определение. Произвольное семейство случайных век-
торов Xt : Ω→ Rd, t ∈ T, называется случайным процессом.

Пусть дан случайный процесс X = {Xt, t ∈ T} с параметри-
ческим множеством T. Для любых различных t1, . . . , tn ∈ T ме-
ра Pt1,...,tn{A} = P{(Xt1 , . . . , Xtn) ∈ A}, A ∈ B(Rdn), называется
конечномерным распределением случайного процесса X. Семейство
всех конечномерных распределений является основной характери-
стикой случайного процесса. Если множество T конечно, скажем,
T = {t1, . . . , tn}, то случайный процесс является случайным векто-
ром X = (Xt1 , . . . , Xtn) с распределением Pt1,...,tn .

3.1.2. Теорема. Конечномерные распределения случайного
процесса X={Xt, t ∈ T} удовлетворяют условиям согласованности

Pt1,...,tn{×nk=1Ak} = Ptπ(1),...,tπ(n)
{×nk=1Aπ(k)}, (3.1.1)

Pt1,...,tn+1{×nk=1Ak × Rd} = Pt1,...,tn{×nk=1Ak} (3.1.2)

для любых чисел n ∈ N, t1, . . . , tn+1 ∈ T, для любых множеств
A1, . . . , An ∈ B(Rd), для любой перестановки π чисел 1, . . . , n.
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I Условия согласованности являются следствием равенств

P{Xtk ∈ Ak, k = 1, . . . , n} = P{Xtπ(k)
∈ Aπ(k), k = 1, . . . , n},

P{∩nk=1{Xtk ∈ Ak} ∩ {Xtn+1 ∈ Rd}} = P{∩nk=1{Xtk ∈ Ak}}.

Здесь принято во внимание, что {Xtn+1 ∈ Rd} = Ω. J
Следующая теорема, принадлежащая Колмогорову (Андрей

Николаевич Колмогоров), позволяет строить случайные процессы
с заданными конечномерными распределениями. Пусть дано произ-
вольное множество T ⊆ R. Обозначим (Rd)T и B((Rd)T ) множество
функций ω : T → Rd и σ-алгебру, порожденную алгеброй A всех
цилиндрических множеств с конечномерными основаниями.

3.1.3. Tеорема. Если семейство вероятностей Pt1,...,tn{A},
A ∈ B(Rdn), t1, . . . , tn ∈ T, n ∈ N, удовлетворяет условиям (3.1.1) и
(3.1.2), то существуют вероятность PT : B((Rd)T ) → [0, 1] и слу-
чайный процесс X = {Xt, t ∈ T}, определенный на вероятностном
пространстве ((Rd)T ,B((Rd)T ),PT ), такие, что

PT {(Xt1 , . . . , Xtn) ∈ A} = Pt1,...,tn{A}

для любых n ∈ N, t1, . . . , tn ∈ T,A ∈ B(Rdn).
I Предполагается, что множество T бесконечно. Доказатель-

ство годится также для конечного множества T с существенны-
ми упрощениями. Цилиндрическое множество CU (A) ∈ A опреде-
ляется конечным множеством U = {t1 . . . , tn} ⊂ T и основанием
A ∈ B(Rdn). Определим функцию µ{CU (A)} = Pt1,...,tn{A} на алгеб-
ре A цилиндрических множеств с конечномерными основаниями.

(i). Убедимся, что функция µ определена корректно. Требуется
доказать равенство µ{CU (A)} = µ{CV (B)}, если CU (A) = CV (B),
где V = {t′1, . . . , t′m} ⊂ T и B ∈ B(Rdm). Определим отображе-
ния π1 : Rdr → Rdn и π2 : Rdr → Rdm, которые переводят произ-
вольную функцию ωt, t ∈ U ∪ V = {u1, . . . , ur}, в ее сужения на
множества U и V. При доказательстве теоремы 1.2.16 было уста-
новлено, что CU∪V (π−1

1 (A)) = CU (A) = CV (B) = CU∪V (π−1
2 (B)) и

π−1
1 (A) = π−1

2 (B) ∈ B(Rdr). Из условий (3.1.1) и (3.1.2) следует, что

µ{CU∪V (π−1
1 (A))} = Pu1,...,ur{π−1

1 (A)} =

= Pu1,...,ur{π−1
2 (B)} = µ{CU∪V (π−1

2 (B))}.

Убедимся, что справедливы равенства

µ{CU (A)} = µ{CU∪V (π−1
1 (A))},µ{CU∪V (π−1

2 (B))} = µ{CV (B)}.



ГЛАВА 3. СВОЙСТВА СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ 122

Доказательство обоих равенств одинаково. Докажем первое из них.
Обозначим L = {A ∈ B(Rdn) : µ{CU (A)} = µ{CU∪V (π−1

1 (A))}}. До-
статочно доказать равенство L = B(Rdn). Нетрудно проверить, что
L является λ-классом. Ниже будет доказано, что класс L содержит
все измеримые прямоугольники. Требуемое равенство L = B(Rdn)
выполняется по теореме 1.2.7. Докажем, что класс L содержит лю-
бой прямоугольник ×t∈UAt ∈ B(Rd). Действительно, его прообраз
π−1

1 (×t∈UAt) является прямоугольником ×u∈U∪VBu со сторонами
Bu = Rd, если u /∈ {t1, . . . .tn}, и Bu = Au, если u ∈ {t1, . . . , tn}.
В силу согласованности вероятностей выполняются равенства

µ{CU (×t∈UAt)} = Pt1,...,tn{×t∈UAt} = Pu1,...,ur{×u∈U∪VBu} =

= µ{CU∪V (×u∈U∪VBu)} = µ{CU∪V (π−1
1 (×t∈UAt))}.

(ii). Докажем, что функция µ конечно аддитивна. Это свойство
достаточно проверить для двух множеств. Если CU (A), CV (B) ∈ A
и CU (A) ∩ CV (B) = ∅, то π−1

1 (A) ∩ π−1
2 (B) = ∅ и

µ{CU (A) ∪ CV (B)} = µ{CU∪V (π−1
1 (A) ∪ π−1

2 (B))} =

= Pu1,...,ur{π−1
1 (A) ∪ π−1

2 (B)} =

= Pu1,...,ur{π−1
1 (A)}+ Pu1,...,ur{π−1

2 (B)} =

= µ{CU∪V (π−1
1 (A))}+µ{CU∪V (π−1

2 (B))} = µ{CU (A)}+µ{CV (B)}.

(iii). Докажем, что функция µ счетно аддитивна. В силу тео-
ремы 1.4.4 достаточно проверить, что она непрерывна сверху на пу-
стом множестве. Предположим противное. Тогда найдется убыва-
ющая последовательность {CUn(An)}n≥1 множеств из A такая, что
∩∞n=1CUn(An) = ∅ и µ{CUn(An)} > α для некоторого α > 0 и для
всех n ∈ N. Можно считать, что последовательность {Un}n≥1 ко-
нечных множеств возрастает. В противном случае вместо Un можно
взять U ′n = ∪nk=1Uk = {u1, . . . , urn} и записать множество CUn(An)
в следующем виде CUn(An) = CU ′n(A′n), где A′n = π−1

n (An) явля-
ется прообразом An относительно отображения πn : Rdrn → Rdmn ,
переводящего функцию ωt, t ∈ U ′n, в ее сужение на множество Un.
Далее предполагается, что последовательность {Un}n≥1 возраста-
ет. Если объединение ∪∞n=1Un является конечным множеством, ска-
жем, ∪∞n=1Un = {u1 . . . , ur}, то можно считать, что An ⊆ Rdr и
Un = U = {u1, . . . , ur} для всех n ∈ N. В этом случае выполня-
ются равенства ∅ = ∩∞n=1CUn(An) = CU (∩∞n=1An), и, следователь-
но, ∩∞n=1An = ∅ и µ{CUn(An)} = Pu1,...,ur{An} → 0 при n → ∞.
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Далее предполагается, что множество ∪∞n=1Un бесконечно. Так как
Un ⊆ Un+1 для всех n ∈ N, то объединение ∪∞n=1Un является после-
довательностью ∪∞n=1Un = {t1, t2, . . . } и Un = {t1, . . . , tmn}. Можно
считать, что mn+1 = mn + 1 для всех n ∈ N. Если mn + 2 ≤ mn+1

для некоторого n ∈ N, то построим множество CVm(Bm), где

Vm = {t1, . . . , tm},mn < m < mn+1, Bm = π−1
m (An),

πm : Rdm → Rdmn – отображение, переводящее функцию ωt, t ∈ Um,
в ее сужение на множество Un. Заметим, что CUn(An) = CVm(Bm)
для всехm = mn+1, . . . ,mn+1−1 и число элементов в Vm+1 ровно на
единицу больше числа элементов в Vm. Поэтому при необходимости
к последовательности {CUn(An)}n≥1 можно добавить другие множе-
ства. Пополненная последовательность множеств будет убывать, и
пересечение всех ее членов равно пустому множеству. При этом так-
же будет выполняться желаемое условие mn+1 = mn + 1 для всех
n ∈ N. Для определенности можно считать, что m1 = 1. По предпо-
ложению выполняется неравенство α < µ{CUn(An)} = Pt1,...,tn{An}
для всех n ∈ N. По теореме 1.4.25 существует компактное множе-
ство Bn ⊆ An такое, что Pt1,...,tn{An \ Bn} < α2−n−1. Обозначим
D1 = B1, Dn = Bn ∩ (∩n−1

k=1(Bk × Rd(n−k))) для n > 1. Заметим, что
выполняются следующие соотношения

CUn+1(Dn+1) ⊆ CUn(Dn) ⊆ CUn(Bn) ⊆ CUn(An),

CUn(Dn) = ∩nk=1CUk(Bk),∩∞n=1CUn(Bn) = ∅.

Функция µ конечно аддитивна. Поэтому справедливы соотношения

µ{CUn(An) \ CUn(Dn)} = µ{∪nk=1(CUn(An) \ CUk(Bk))} ≤

≤
n∑
k=1

µ{CUk(Ak)\CUk(Bk)}=
n∑
k=1

Pt1,...,tk{Ak\Bk}≤
n∑
k=1

α

2k+1
< α/2.

Отсюда и из равенства

µ{CUn(Dn)} = µ{CUn(An)} − µ{CUn(An) \ CUn(Dn)}

следует, что α ≤ 2µ{CUn(Dn)}. Поэтому множество CUn(Dn) содер-
жит, по крайней мере, одну функцию ω

(n)
t , t ∈ T. Так как мно-

жества CUn(Dn), n ∈ N, убывают, то для любого фиксированного
m ∈ N множество CUm(Dm) содержит все функции ω(n)

t , t ∈ T,



ГЛАВА 3. СВОЙСТВА СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ 124

n ≥ m. Последовательность {ω(n)
t1
}n≥1 точек компактного множе-

ства D1 = B1 содержит подпоследовательность {ω(r1,n)
t1

}n≥1, кото-
рая сходится к некоторой точке ω̂t1 ∈ D1 = B1. Множество CU2(D2)

содержит все функции ω(r1,n)
t , t ∈ T, n ≥ 2. Последовательность

{(ω(r1,n)
t1

,ω
(r1,n)
t2

)}n≥2 точек из компактного множества D2 ⊆ B2 со-
держит подпоследовательность {(ω(r2,n)

t1
ω

(r2,n)
t2

)}n≥2, сходящуюся к
некоторой точке (ω̂t1 , ω̂t2) ∈ D2 ⊆ B2. Рассуждая подобным обра-
зом, мы придем к последовательности {ω̂tn}n≥1 точек из Rd таких,
что (ω̂t1 , . . . , ω̂tm) ∈ Dm ⊆ Bm для любого m ∈ N. Цилиндрическое
множество CUm(Bm) содержит все функции ωt, t ∈ T, такие, что
ωtk = ω̂tk , k = 1, . . . ,m. Поэтому пересечение ∩∞m=1CUm(Bm) содер-
жит, по крайней мере, одну функцию ωt, t ∈ T,ωtm = ω̂tm ,m ∈ N.
Это противоречит предположению, что ∩∞m=1CUm(Bm) = ∅, и, сле-
довательно, функция µ счетно аддитивна.

(iv). По теореме 1.4.17 мера µ : A → [0, 1] допускает единствен-
ное продолжение PT на σ-алгебру σ(A) = B((Rd)T ) с сохранением
свойства счетной аддитивности. Требуемое вероятностное простран-
ство ((Rd)T ,B((Rd)T ),PT ) построено.

(v). Определим случайный процесс X = {Xt, t ∈ T}, положив
Xt(ω) = ωt для любых ω ∈ (Rd)T и t ∈ T. Для любых t1, . . . , tn ∈ T
и A ∈ B(Rdn) справедливы равенства {(Xt1 , . . . , Xtn) ∈ A} = CU (A) с
U = {t1, . . . , tn} и PT {(Xt1 , . . . , Xtn) ∈ A}=PT {CU (A)} = Pt1,...,tn{A}.
Требуемый случайный процесс X построен. J

Случайный процессX, построенный в теореме 3.1.3, называется
координатным случайным процессом.

3.1.4. Следствие. Для произвольного семейства вероятно-
стей Pt : B(Rd) → [0, 1], t ∈ T, существует вероятностное про-
странство ((Rd)T ,B((Rd)T ),PT ), на котором можно определить
независимые случайные векторы Xt : (Rd)T → Rd такие, что

PT {Xt ∈ A} = Pt{A} для любых t ∈ T,A ∈ B(Rd).

I По следствию 1.7.4 для любых n ∈ N и t1, . . . , tn ∈ T мож-
но построить вероятность ⊗nk=1Ptk на σ-алгебре ⊗nk=1Ftk = B(Rdn),
где Ftk = B(Rd), k = 1, . . . , n. Эта вероятность однозначно опре-
деляется условием (⊗nk=1Ptk){×nk=1Ak} =

∏n
k=1 Ptk{Ak} для любых

Ak ∈ B(Rd), k = 1, . . . , n. Легко видеть, что семейство вероятностей
⊗nk=1Ptk удовлетворяет условиям согласованности (3.1.1) и (3.1.2).
Следствие выполняется по теореме 3.1.3. J
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На случайный процесс X = {Xt, t ∈ T} можно смотреть как
на измеримое отображение X : Ω → (Rd)T измеримого простран-
ства (Ω,F) в измеримое пространство ((Rd)T ,B((Rd)T )), переводя-
щее точку ω ∈ Ω в его траекторию Xt(ω), t ∈ T. Доказатель-
ство измеримости отображения X стандартно. По теореме 1.2.10
класс {X−1(A) : A ∈ B((Rd)T )} является σ-алгеброй. По теореме
1.2.16 измеримые прямоугольники с конечномерными основаниями
порождают σ-алгебру B((Rd)T ). Поэтому достаточно доказать, что
X−1(A) ∈ F для любого измеримого прямоугольника A = ×t∈TAt,
где At = Rd для всех t ∈ T, кроме некоторых t1, . . . , tn. Так как
{Xtk ∈ Atk} ∈ F , то X−1(A) = ∩nk=1{Xtk ∈ Atk} ∈ F .

3.1.5. Определение. Вероятность P{X−1(A)}, A ∈ B((Rd)T ),
называется распределением случайного процесса X = {Xt, t ∈ T}.

Распределение и конечномерные распределения случайного
процесса взаимно однозначно связаны. Случайные процессы могут
быть определены на разных вероятностных пространствах и иметь
одинаковые конечномерные распределения.

3.1.6. Определение. Пусть случайные процессы {Xt, t ∈ T} и
{X ′t, t ∈ T} определены на вероятностных пространствах (Ω,F ,P) и
(Ω′,F ′,P′) и принимают значения в одном евклидовом пространстве
Rd. Они называются одинаково распределенными, если для любых
n ∈ N, t1, . . . , tn ∈ T и A ∈ B(Rdn) выполняется равенство

P{(Xt1 , . . . , Xtn) ∈ A} = P′{(X ′t1 , . . . , X
′
tn) ∈ A}.

3.1.7. Определение. Пусть случайные процессы {Xt, t ∈ T}
и {X ′t, t ∈ T} определены на вероятностном пространстве (Ω,F ,P)
и принимают значения в Rd. Они называются эквивалентными, ес-
ли P{Xt 6= X ′t} = 0 для любого t ∈ T. Эквивалентные случайные
процессы называются версиями друг друга.

Эквивалентные случайные процессы одинаково распределены.
3.1.8. Определение. Пусть случайные процессы {Xt, t ∈ T}

и {X ′t, t ∈ T} определены на вероятностном пространстве (Ω,F ,P)
и принимают значения в Rd. Они называются неотличимыми, если
существует множество Ω′ ∈ F ,P{Ω′} = 1, такое, что для любого
ω ∈ Ω′ траектории Xt(ω) и X ′t(ω), t ∈ T, совпадают.

Неотличимые случайные процессы эквивалентны.
3.1.9. Пример. Обозначим F сигма-алгебру борелевских под-

множеств сегмента Ω = [0, 1] и P меру Лебега на F . На веро-
ятностном пространстве (Ω,F ,P) определим случайные процессы
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X = {Xt, t ∈ T}, Y = {Yt, t ∈ T}, Z = {Zt, t ∈ T} с T = [0, 1] :

Xt(ω) = 1, если t = ω, и Xt(ω) = 0 в противном случае;
Yt(0) = 1 для всех t ∈ T и Yt(ω) = 0 для всех t ∈ T и ω ∈ (0, 1];

Zt(ω) = 0 для всех t ∈ T и ω ∈ Ω.

Нетрудно видеть, что все три случайных процесса X,Y, Z эквива-
лентны, а случайные процессы Y и Z неотличимы.

Следующие две теоремы дают представление о связи между
понятиями эквивалентности и неотличимости случайных процессов.

3.1.10. Теорема. Любые эквивалентные случайные процессы
{Xt, t ∈ T} и {X ′t, t ∈ T} со счетным множеством T неотличимы.

I Для любого ω из события Ω′ = ∩t∈T {Xt = X ′t} ∈ F единич-
ной вероятности траектории Xt(ω) и X ′t(ω), t ∈ T, совпадают. Это
означает, что случайные процессы X и X ′ эквивалентны. J

3.1.11. Определение. Случайный процесс X = {Xt, t ∈ T}
с выпуклым множеством T называется непрерывным (непрерывным
слева, непрерывным справа), если все его траектории непрерывны
(непрерывны слева, непрерывны справа). Случайный процесс X на-
зывается почти всюду непрерывным (почти всюду непрерывным
слева, почти всюду непрерывным справа), если почти все его траек-
тории непрерывны (непрерывны слева, непрерывны справа).

Если t∗ ∈ T, то непрерывность случайного процесса в точке
t∗ следует понимать как непрерывность слева. Аналогично, если
t∗ ∈ T, то непрерывность случайного процесса в точке t∗ следует
понимать как непрерывность справа.

3.1.12. Теорема. Пусть даны эквивалентные случайные про-
цессы X = {Xt, t ∈ T} и X ′ = {X ′t, t ∈ T} с выпуклым множеством
T. Если случайные процессы X и X ′ почти всюду непрерывны слева
(непрерывны справа), то они неотличимы.

I Предположим, например, что случайные процессы X и X ′

п.в. непрерывны слева. Существует событие Ω′ ∈ F ,P{Ω′} = 1, та-
кое, что для любого ω ∈ Ω′ траектории Xt(ω) и X ′t(ω), t ∈ T, непре-
рывны слева. Для любого ω из события Ω′′ = ∩t∈T∩Q{Xt = X ′t} ∩Ω′

единичной вероятности выполняется равенство Xt(ω) = X ′t(ω) для
всех t ∈ Q ∩ T. Для любого t ∈ T, t > t∗, найдется возрастающая
последовательность {tn}n≥1 чисел из Q ∩ T, которая сходится к t и

Xt(ω) = lim
n→∞

Xtn(ω) = lim
n→∞

X ′tn(ω) = X ′t(ω).
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Если t∗ /∈ T, то Xt(ω) = X ′t(ω) для всех t ∈ T и ω ∈ Ω′′. Если t∗ ∈ T,
то траектории Xt(ω) и X ′t(ω), t ∈ T, совпадают для любого ω из
события Ω′′ ∩ {Xt∗ = X ′t∗} ∈ F единичной вероятности. J

3.1.13. Определение. Случайный процесс X = {Xt, t ∈ T} с
выпуклым множеством T называется стохастически непрерывным
слева, если limt↑s P{‖Xt − Xs‖ > ε} = 0 для любых s ∈ T, s > t∗,
и ε > 0. Случайный процесс X называется стохастически непре-
рывным справа, если limt↓s P{‖Xt − Xs‖ > ε} = 0 для любых
s ∈ T, s < t∗, и ε > 0. Случайный процесс называется стохастиче-
ски непрерывным, если он стохастически непрерывен слева и справа.
Случайный процесс называется равномерно стохастически непре-
рывным, если

lim
h→0

sup
|t−s|<h

P{‖Xt −Xs‖ > ε} = 0 для любого ε > 0. (3.1.3)

3.1.14.Теорема.Стохастически непрерывный случайный про-
цесс X={Xt, t ∈ T =[a, b]} равномерно стохастически непрерывен.

I Стохастическая непрерывность случайного процесса X рав-
носильна условию: limt→s P{‖Xt − Xs‖ > ε} = 0 для любых s ∈ T
и ε > 0. Если случайный процесс X не является равномерно стоха-
стически непрерывным, то sup|t−s|<hn P{‖Xt − Xs‖ > ε} > α для
некоторых α > 0 и ε > 0 и для некоторой последовательности
{hn}n≥1, hn ↓ 0. Отсюда следует, что P{‖Xtn − Xsn‖ > ε} > α/2
для некоторых sn, tn ∈ [a, b], |tn − sn| < hn, n ∈ N. Можно считать,
что ограниченные последовательности {sn}n≥1 и {tn}n≥1 сходятся к
некоторому числу s ∈ [a, b]. В противном случае можно взять схо-
дящиеся подпоследовательности. Полагая n→∞ в неравенствах

P{‖Xtn −Xsn‖ > ε} ≤ P{‖Xtn −Xs‖ >
ε

2
}+ P{‖Xsn −Xs‖ >

ε

2
},

мы придем к невозможному неравенству α ≤ 0. J

3.2. Сепарабельные случайные процессы

Типичная задача, скажем, вычислить вероятность того, что
траектории случайного процесса лежат в данном множестве, мо-
жет оказаться некорректной. Пусть вероятностное пространство
(Ω,F ,P) состоит из сегмента Ω = [0, 1], сигма-алгебры F боре-
левских подмножеств сегмента Ω и меры Лебега P на F . Извест-
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но, что существует неборелевское множество A ⊂ [0, 1]. Опреде-
лим случайный процесс X = {Xt, t ∈ [0, 1]}, положив Xt(ω) = 1,
если t = ω ∈ A, и Xt(ω) = 0 в противном случае. Множество
{ω ∈ Ω: max0≤t≤1Xt(ω) = 1} = A не принадлежит сигма-алгебре
F . С другой стороны, эта задача корректна для случайного процесса
Y = {Yt, t ∈ [0, 1]}, Yt = 0, эквивалентного X. Ниже будет доказано,
что для любого случайного процесса со значениями в евклидовом
пространстве можно построить версию, для которой сформулиро-
ванная выше задача корректна. Такие версии называются сепара-
бельными. Теорема о существовании сепарабельных версий доказа-
на Дубом (Joseph Leo Doob).

Предполагается, что все рассматриваемые случайные процес-
сы X = {Xt, t ∈ T} определены на некотором вероятностном про-
странстве (Ω,F ,P) и принимают значения в Rd. Обозначим X(U,ω)
замыкание множества X(U,ω) = {Xt(ω) ∈ Rd : t ∈ U}. Заметим,
что X(U,ω) может оказаться подмножеством расширенного евкли-
дова пространства R

d
. Пересечение (a, b) ∩ T интервала (a, b) ⊂ R и

множества T называется относительным интервалом.
3.2.1. Определение. Случайный процесс X = {Xt, t ∈ T}

называется сепарабельным, если существуют конечное или счетное
множество S, S ⊂ T, и событие N ∈ F ,P{N} = 0, такие, что

Xu(ω) ∈
⋂

J :u∈J
X(J ∩ S,ω) (3.2.1)

для любых u ∈ T и ω /∈ N, где пересечение осуществляется по всем
относительным интервалам J, содержащим точку u.

Событие N нулевой вероятности и множество S, о которых го-
ворится в определении, соответственно называются исключитель-
ным событием и сепарантой случайного процесса X. Любое счет-
ное множество, содержащее сепаранту, также является сепарантой.
Случайный процесс может оказаться несепарабельным только в том
случае, когда параметрическое множество T несчетно, так как в про-
тивном случае условие (3.2.1) выполняется с S = T. Далее предпо-
лагается, что параметрическое множество T несчетно. Смысл усло-
вия (3.2.1) состоит в том, что почти каждая траектория случайного
процесса определяется своими значениями на счетном множестве
S. Почти всюду непрерывный слева (справа) случайный процесс
{Xt, t ∈ T} с выпуклым множеством T является сепарабельным.
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Действительно, существует множество N ∈ F нулевой вероятности
такое, что для любого ω /∈ N траектория Xt(ω), t ∈ T, непрерыв-
на слева (справа). Условие (3.2.1) выполняется с множеством N и
с любым всюду плотным счетным множеством S ⊂ T, к которому
следует добавить те из точек t∗ и t∗, которые принадлежат T.

3.2.2. Теорема. Случайный процесс X = {Xt, t ∈ T} является
сепарабельным тогда и только тогда, когда существуют счетное
множество S ⊂ T и событие N ∈ F нулевой вероятности такие,
что

∩t∈J∩S {Xt ∈ K} ⊆ ∩t∈J{Xt ∈ K} ∪N (3.2.2)

или, что эквивалентно,

∩t∈J∩S {Xt ∈ K} ⊆ {Xu ∈ K} ∪N, ∀u ∈ J, (3.2.3)

каковы бы ни были замкнутое множество K ⊆ R
d и относитель-

ный интервал J.
I Достаточно доказать, что справедливы следующие импли-

кации (3.2.1) → (3.2.2) → (3.2.3) → (3.2.1). Предположим, что вы-
полнено (3.2.1), ω ∈ ∩t∈J∩S{Xt ∈ K} и ω /∈ N. Так как множе-
ство K замкнуто и Xt(ω) ∈ K для каждого t ∈ J ∩ S, то множе-
ство X(J ∩ S,ω) и его замыкание X(J ∩ S,ω) лежат в K. В силу
(3.2.1) для любого u ∈ J найдется последовательность {sn}n≥1 чи-
сел sn ∈ J ∩ S такая, что Xu(ω) = limn→∞Xsn(ω). Так как мно-
жество K замкнуто, то Xu(ω) ∈ K, другими словами, справедливо
(3.2.2). Утверждение (3.2.2) → (3.2.3) очевидно. Если выполняется
(3.2.3), то ω ∈ ∩t∈J∩S{Xt ∈ X(J ∩ S,ω)} ⊆ {Xu ∈ X(J ∩ S,ω)} для
любых J, u ∈ J,ω /∈ N и для K = X(J ∩ S,ω) и, следовательно,
Xu(ω) ∈ X(J ∩ S,ω). Это верно для любого J, содержащего точку
u. Поэтому Xu(ω) ∈ ∩J :u∈JX(J ∩ S,ω). J

3.2.3. Теорема. Пусть дан произвольный случайный процесс
X = {Xt, t ∈ T}. Найдутся счетное множество S ⊂ T и события
Nu ∈ F , u ∈ T, нулевой вероятности такие, что

Xu(ω) ∈
⋂

J :u∈J
X(J ∩ S,ω) для любых u ∈ T,ω /∈ Nu. (3.2.4)

I Рассуждая, как при доказательстве теоремы 3.2.2, можно
убедиться, что утверждение (3.2.4) эквивалентно утверждению

∩t∈J∩S {Xt ∈ K} ⊆ {Xu ∈ K} ∪Nu, ∀u ∈ J, (3.2.5)
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каковы бы ни были замкнутое множество K ⊆ R
d и относитель-

ный интервал J. Обозначим U = U(J) класс всех счетных подмно-
жеств относительного интервала J. Для любого замкнутого множе-
ства K ⊆ R

d найдется конечное или счетное множество SJ,K ⊂ J
такое, что infV ∈U P{∩t∈V {Xt ∈ K}} = P{∩t∈SJ,K{Xt ∈ K}}. Дей-
ствительно, существуют счетные множества Vn ∈ U, n ∈ N, такие,
что limn→∞ P{∩t∈Vn{Xt ∈ K}} = infV ∈U P{∩t∈V {Xt ∈ K}}. В каче-
стве SJ,K можно взять ∪∞n=1Vn, n ∈ N, так как

inf
V ∈U

P{∩t∈V {Xt ∈ K}}≤P{∩t∈∪∞n=1Vn
{Xt ∈ K}}≤P{∩t∈Vn{Xt ∈ K}}.

Обозначим Nu
J,K = ∩t∈SJ,K{Xt ∈ K} ∩ {Xu /∈ K} для любого u ∈ J.

Из соотношений

P{∩t∈SJ,K{Xt ∈ K}} = P{∩t∈SJ,K{Xt ∈ K} ∩ {Xu ∈ K}}+
+ P{Nu

J,K} ≥ P{∩t∈SJ,K{Xt ∈ K}}+ P{Nu
J,K}

следует, что P{Nu
J,K} = 0. В силу равенства

∩t∈SJ,K{Xt ∈ K} =
(
∩t∈SJ,K {Xt ∈ K} ∩ {Xu ∈ K}

)
∪Nu

J,K

выполняется важное для дальнейшего соотношение

∩t∈SJ,K {Xt ∈ K} ⊆ {Xu ∈ K} ∪Nu
J,K , ∀u ∈ J. (3.2.6)

Перед теоремой 1.2.6 был определен счетный класс Qd пря-
моугольников таких, что любое открытое множество расширенно-
го евклидова пространства R

d можно представить в виде объедине-
ния некоторых прямоугольников из Qd. Отсюда следует, что любое
замкнутое множество K ⊆ R

d можно представить в виде пересе-
чения конечного или счетного числа множеств из счетного класса
Kd = {K = Rd \ O : O ∈ Qd}. Заметим, что класс Kd состоит из
замкнутых множеств. Обозначим S = ∪′SJ,K и Nu = ∪′′Nu

J,K , где
объединение ∪′ распространяется на все относительные интервалы
J с рациональными концами и на все K ∈ Kd, а объединение ∪′′ рас-
пространяется на все относительные интервалы J с рациональными
концами, содержащими u, и на все K ∈ K. Вероятность события Nu

равна нулю, так как оно представляет собой объединение счетного
числа событий нулевой вероятности. По теореме 1.1.7. множество S,
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будучи объединением счетного числа конечных или счетных мно-
жеств, конечно или счетно.

Докажем, что утверждение (3.2.5) выполняется с множествами
S и Nu, u ∈ T. Произвольное замкнутое множество K ⊆ R

d можно
представить в виде пересечения ∩∞m=1Km, скажем, счетного числа
множеств из класса Kd. Относительный интервал J можно пред-
ставить в виде объединения ∪∞n=1Jn, скажем, счетного числа отно-
сительных интервалов с рациональными концами. Если u ∈ J, то
найдется относительный интервал Jν , содержащий u. Утверждение
(3.2.5) следует из следующих соотношений

∩t∈J∩S{Xt ∈ K} ⊆ ∩t∈Jν∩S{Xt ∈ K} = ∩∞m=1 ∩t∈Jν∩S {Xt ∈ Km} ⊆
⊆ ∩∞m=1 ∩t∈SJν,Km{Xt ∈ Km} ⊆ ∩∞m=1({Xu ∈ Km} ∪Nu

Jν ,Km) ⊆
⊆ ∩∞m=1 ({Xu ∈ Km} ∪Nu) = {Xu ∈ K} ∪Nu.

Здесь (вторая строчка) было использовано утверждение (3.2.6). J
Если один из двух эквивалентных случайных процессов облада-

ет свойством сепарабельности, то он называется сепарабельной вер-
сией другого случайного процесса.

3.2.4. Теорема. Любой случайный процесс X = {Xt, t ∈ T},
определенный на полном вероятностном пространстве (Ω,F ,P),

имеет сепарабельную версию Y = {Yt, t ∈ T}, Yt : Ω→ R
d
.

I По теореме 3.2.3 найдутся счетное множество S ⊂ T и семей-
ство событий Nu, u ∈ T, нулевой вероятности, для которых выпол-
няется утверждение (3.2.4). Заметим, что

Mu = {ω ∈ Ω: Xu(ω) /∈ ∩J :u∈JX(J ∩ S,ω)} ⊆ Nu.

Так как вероятностное пространство полное и P{Nu} = 0, то множе-
ство Mu является событием нулевой вероятности. Определим слу-
чайный процесс Y = {Yu, u ∈ T}, положив

Yu(ω) =


Xu(ω), если u ∈ S,ω ∈ Ω,
Xu(ω), если u /∈ S,ω /∈Mu,

x, если u /∈ S,ω ∈Mu,
(3.2.7)

где x – любая точка множества ∩J :u∈JX(J ∩ S,ω) ⊆ R
d
. По теореме

1.2.6 такая точка x существует. Непосредственно видно, что случай-
ный процесс Y удовлетворяет условию (3.2.1) со счетным множе-
ством S и N = ∅. Случайные процессы X и Y эквивалентны, так
как P{Xu 6= Yu} ≤ P{Mu} = 0 для любого u ∈ T. J
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3.2.5. Теорема. Пусть дан сепарабельный случайный процесс
X = {Xt, t ∈ T} с выпуклым множеством T. Если случайный
процесс стохастически непрерывен, то в качестве его сепаранты
можно взять любое всюду плотное счетное множество S ⊂ T.

I Пусть N и S0 – исключительное событие и сепаранта слу-
чайного процесса X и S – любое всюду плотное счетное подмноже-
ство множества T. Для любого u ∈ T найдется последовательность
{sn}n≥1 ⊆ S, которая сходится к u и limn→∞ ‖Xsn−Xu‖ = 0 по веро-
ятности. Можно считать, что последовательность {‖Xsn −Xu‖}n≥1

сходится почти всюду. В противном случае можно выбрать подпо-
следовательность, которая сходится почти всюду. Заметим, что со-
бытия Nu = Ω \ {limn→∞ ‖Xsn − Xu‖ = 0} и N0 = N ∪ ∪u∈S0N

u

имеют нулевые вероятности. Для любого относительного интерва-
ла J и для любых u ∈ J ∩ S0 и ω /∈ N0 имеет место сходи-
мость п.в. limn→∞ ‖Xsn(ω) − Xu(ω)‖ = 0. Отсюда следует, что
Xu(ω) ∈ X(J ∩ S,ω). Это справедливо для любого u ∈ J ∩ S0. По-
этому X(J ∩ S0,ω) ⊆ X(J ∩ S,ω). Тем самым доказано, что

Xu(ω) ∈ ∩J :u∈JX(J ∩ S0,ω) ⊆ ∩J :u∈JX(J ∩ S,ω)

для любых u ∈ T и ω /∈ N0. Случайный процесс X удовлетворяет
условию (3.2.1) с сепарантой S и исключительным событиемN0. J

В следующей теореме перечислены некоторые свойства, кото-
рыми обладают сепарабельные вещественные случайные процессы.
Обозначим J(T ) класс всех относительных интервалов множества
T ⊆ R и E класс множеств вида [−∞, a], [a,∞], [a, b], a, b ∈ R, a ≤ b.

3.2.6. Теорема. Пусть дан сепарабельный вещественный слу-
чайный процесс X = {Xt, t ∈ T} с выпуклым множеством T. Обо-
значим S и N сепаранту и исключительное событие случайного
процесса X. Справедливы следующие утверждения:
(i) для любых J ∈ J(T ) и K ∈ E

∩t∈J∩S{Xt ∈ K} ⊆ ∩t∈J{Xt ∈ K} ∪N ;

(ii) для любых J ∈ J(T ) и ω /∈ N

inf
t∈J

Xt(ω) = inf
t∈J∩S

Xt(ω), sup
t∈J

Xt(ω) = sup
t∈J∩S

Xt(ω);

(iii) для любых J ∈ J(T ), u ∈ J, ω /∈ N

inf
t∈J∩S

Xt(ω) ≤ Xu(ω) ≤ sup
t∈J∩S

Xt(ω);
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(iv) для любых J ∈ J(T ), u ∈ J, ω /∈ N

lim inf
J3t→u

Xt(ω) = lim inf
J∩S3t→u

Xt(ω), lim sup
J3t→u

Xt(ω) = lim sup
J∩S3t→u

Xt(ω);

(v) для любых J ∈ J(T ), u ∈ J, ω /∈ N

lim inf
J∩S3t→u

Xt(ω) ≤ Xu(ω) ≤ lim sup
J∩S3t→u

Xt(ω).

I Утверждение (i) выполняется по теореме 3.2.2. Достаточно
доказать импликации (i) → (ii) → (iii) → (iv) → (v) → (i). Импли-
кацию (i) → (ii) можно доказать методом от противного. Предполо-
жим, что (i) выполняется, а (ii) не имеет места, например, для неко-
торых J ∈ J(T ) и ω /∈ N не выполняется первое из двух равенств.
Тогда inft∈J Xt(ω) < a < inft∈J∩S Xt(ω) для некоторого a ∈ R. Так
как ω ∈ ∩t∈J∩S{Xt ∈ [a,∞]}, то ω ∈ ∩t∈J{Xt ∈ [a,∞]} в силу (i).
Это противоречит предположению, что inft∈J Xt(ω) < a.

Импликация (ii) → (iii) следует из соотношений

inf
t∈J∩S

Xt(ω) = inf
t∈J

Xt(ω) ≤ Xu(ω) ≤ sup
t∈J

Xt(ω) = sup
t∈J∩S

Xt(ω)

для любых J ∈ J(T ), u ∈ J и ω /∈ N.
Импликация (iii) → (iv) может быть доказана следующим об-

разом. Пусть u ∈ J ∈ J(T ), ω /∈ N, Jε(u) = (u − ε, u + ε) ∩ T,
ε > 0. В силу (iii) для любого v ∈ Jε(u) выполняется неравенство
inft∈Jε(u)∩S Xt(ω) ≤ Xv(ω). Отсюда, в свою очередь, вытекают нера-
венство inft∈Jε(u)∩S Xt(ω) ≤ infv∈Jε(u)Xv(ω) и соотношения

lim inf
J∩S3t→u

Xt(ω)=lim
ε↓0

inf
t∈Jε(u)∩S

Xt(ω)≤ lim
ε↓0

inf
t∈Jε(u)

Xt(ω)=lim inf
t→u

Xt(ω).

Величина слева не может быть меньше величины справа, и, следо-
вательно, выполняется первое равенство в (iv). Аналогично можно
доказать второе равенство.

Импликация (iv) → (v) следует из соотношений

lim inf
J∩S3t→u

Xt(ω) = lim inf
J3t→u

Xt(ω) ≤ Xu(ω) ≤

≤ lim sup
J3t→u

Xt(ω) = lim sup
J∩S3t→u

Xt(ω)

для любых J ∈ J(T ), u ∈ J,ω /∈ N.
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Импликацию (v) → (i) можно доказать методом от противно-
го. Пусть (v) выполняется, но (i) не выполняется. Тогда найдутся
ω /∈ N, K ∈ E , J ∈ J(T ) такие, что Xt(ω) ∈ K для всех t ∈ J ∩S, но
Xu(ω) /∈ K для некоторого u ∈ J. Если K = [a,∞], то будет выпол-
няться невозможное неравенство Xu(ω) < a ≤ lim infJ∩S3t→uXt(ω).
Если K = [−∞, a], то будет выполняться невозможное неравенство
lim supJ∩S3t→uXt(ω) ≤ a < Xu(ω). Наконец, если K = [a, b], то
Xu(ω) < a или Xu(ω) > b. Пусть, например, имеет место вто-
рой случай. Тогда снова выполняются невозможные неравенства
lim supJ∩S3t→uXt(ω) ≤ b < Xu(ω). J

3.3. Непрерывные случайные процессы

Траектории произвольного случайного процесса могут обла-
дать весьма причудливыми свойствами. В этом параграфе обсуж-
даются некоторые достаточные условия для непрерывности траек-
торий случайных процессов со значениями в евклидовом простан-
стве Rd. Предполагается, что все рассматриваемые далее случайные
процессы определены на вероятностном пространстве (Ω,F ,P).

3.3.1. Теорема. Сепарабельный случайный процесс {Xt, t ∈ T}
с выпуклым множеством T почти всюду непрерывен, если

lim
h↓0

P{ sup
s,t∈T :|s−t|<h

‖Xs −Xt‖ > ε} = 0, ∀ε > 0. (3.3.1)

I Заметим, что Zh = sups,t∈T :|s−t|<h ‖Xs − Xt‖ ↓ при h ↓ 0.
Поэтому существует предел limh↓0 Zh = Z. В силу условия (3.3.1)
выполняется равенство Z = 0 п.в. Для любого ω ∈ {Z = 0} траек-
тория Xt(ω), t ∈ T, непрерывна. J

3.3.2. Теорема. Сепарабельный случайный процесс {Xt, t ∈ T}
с T = [a, b], a, b ∈ R, a < b, почти всюду непрерывен тогда и только
тогда, когда выполняется условие (3.3.1).

I В силу теоремы 3.3.1 требуется доказать только необходи-
мость условия (3.3.1). Если почти все траектории случайного про-
цесса X непрерывны, то по теореме Кантора они п.в. равномерно
непрерывны. Это означает, что limh↓0 sup|t−s|<h ‖Xs − Xt‖ = 0 п.в.
Сходимость п.в. влечет сходимость по вероятности (3.3.1). J

3.3.3. Теорема. Сепарабельный случайный процесс {Xt, t ∈ T}
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с выпуклым множеством T почти всюду непрерывен, если

lim
h↓0

1

h
sup
s∈T

P{ sup
t∈T :|s−t|<h

‖Xs −Xt‖ > ε} = 0, ∀ε > 0. (3.3.2)

I Предположим сначала, что T = [a, b]. Можно считать,
что [a, b] = [0, 1], так как случайные процессы {Xt, t ∈ [a, b]} и
{Xa+t(b−a), t ∈ [0, 1]} обладают одинаковыми свойствами гладкости.
Обозначим

Y (m)
n = sup

m/n≤s≤(m+2)/n
‖Xs −Xm/n‖,m, n ∈ N, 0 ≤ m ≤ n− 2, n > 2.

По условию (3.3.2) выполняются соотношения

P{ max
0≤m≤n−2

Y (m)
n > ε} ≤ n max

0≤m≤n−2
P{Y (m)

n > ε} → 0

при n → ∞. Если s, t ∈ [0, 1], |s − t| < 1/n, n > 2, то найдется целое
число m ∈ [0, n−2] такое, что m/n ≤ s, t ≤ (m+2)/n. Из неравенств
‖Xs −Xt‖ ≤ ‖Xs −Xm/n‖+ ‖Xt −Xm/n‖ ≤ 2Y

(m)
n следует, что

P{ sup
0≤s,t≤1:|s−t|<1/n

‖Xs −Xt‖ > ε} ≤ 2n max
0≤m≤n−2

P{Y (m)
n > ε/2} → 0

при n → ∞. Для любого h ∈ (0, 1/3) найдется n(h) ∈ N такое, что
h < 1/n(h) и n(h) ↑ ∞ при h ↓ 0. Из соотношений

sup
0≤s,t≤1:|s−t|<h

‖Xs −Xt‖ ≤ sup
s,t∈T :|s−t|<1/n(h)

‖Xs −Xt‖ → 0

при h ↓ 0 следует (3.3.1). По теореме 3.3.2 почти все траектории
случайного процесса {Xt, t ∈ [0, 1]} непрерывны.

Докажем теорему в общем случае. Выпуклое множество T, если
оно отлично от сегмента, можно представить в виде объединения
T = ∪∞n=1[an, bn], где [an, bn] ⊂ [an+1, bn+1]. По доказанному выше
для любого n ∈ N существует событие Ωn ∈ F ,P{Ωn} = 1, такое,
что для любого ω ∈ Ωn функция Xt(ω), t ∈ [an, bn], непрерывна.
Событие Ω′ = ∩∞n=1Ωn ∈ F имеет единичную вероятность, и для
любого ω ∈ Ω′ траектория Xt(ω), t ∈ T, непрерывна. J

3.3.4. Теорема. Пусть случайный процесс X = {Xt, t ∈ T}
с выпуклым множеством T удовлетворяет условию

P{‖Xs −Xt‖ ≥ p(|t− s|)} ≤ q(|t− s|) (3.3.3)
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для некоторого δ > 0 и для любых s, t ∈ T, |s− t| < δ, и для некото-
рых неубывающих функций p, q : [0, δ]→ R+ со свойствами∫ δ

0
p(u)

du

u
<∞,

∫ δ

0
q(u)

du

u2
<∞. (3.3.4)

Тогда существует непрерывная версия Y = {Yt, t ∈ T} случайного
процесса X. Более того, для любого конечного сегмента [a, b] ⊆ T
существует функция H : Ω → N такая, что для любых ω ∈ Ω и
h ∈ (0, 2−H(ω) ∧ δ) выполняется неравенство

sup
s,t∈[a,b]:|t−s|<h/2

‖Ys(ω)− Yt(ω)‖ ≤ 2

ln 2

∫ h

0
p(u)

du

u
. (3.3.5)

I Предположим сначала, что T = [a, b]. Можно считать, что
[a, b] = [0, 1] и δ = 1. Обозначим S = {k2−m : k = 0, . . . , 2m,m ∈ N}
и Zm = max0≤ν<2m ‖X(ν+1)2−m −Xν2−m‖. В силу условия (3.3.3) вы-
полняется неравенство P{‖X(ν+1)2−m −Xν2−m‖ ≥ p(2−m)} ≤ q(2−m).
Из этого неравенства следует, что

∞∑
m=1

P{Zm ≥ p(2−m)} ≤
∞∑
m=1

2mq(2−m) ≤

≤
∞∑
m=1

∫ 2−m+1

2−m
q(u)

du

u2
≤
∫ 1

0
q(u)

du

u2
<∞.

По лемме Бореля–Кантелли (применить теорему 1.5.16 с µ = P) со-
бытие Ω′ = ∪∞n=1∩∞m=n{Zm < p(2−m)} имеет единичную вероятность.
Определим функцию H : Ω → N, положив H(ω) = 1 для ω /∈ Ω′ и
H(ω) = n(ω) для ω ∈ Ω \ Ω′, где n(ω) равно наименьшему числу
n ∈ N такому, что ω ∈ ∩∞m=n{Zm < p(2−m)}.

(i). Докажем, что для любых ω ∈ Ω′, h ∈ (0, 2−H(ω)), s, t ∈ S,
|s− t| < h/2, выполняется неравенство

‖Xs(ω)−Xt(ω)‖ ≤ 2

ln 2

∫ h

0

p(u)

u
du. (3.3.6)

Найдется n ∈ N такое, что 2−n−1 ≤ h < 2−n. Так как |s− t| < 2−n−1,
то найдется k ∈ {0, 1, . . . , 2n+1} такое, что |s − k2−n−1| < 2−n−1 и
|t − k2−n−1| < 2−n−1. Число t можно записать в следующем виде
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t = k2−n−1±(jn+22−n−2+· · ·+jr2−r), где каждый из коэффициентов
jl, l = n+2, . . . , r, равен нулю или единице. Предположим, например,
что k2−n−1 < t, и, следовательно, t = k2−n−1+jn+22−n−2+· · ·+jr2−r.
Обозначим tm = k2−n−1+jn+22−n−2+· · ·+jm2−m,m = n+1, . . . , r, где
tn+1 = k2−n−1. Заметим, что tm+1 − tm ≤ 2−m−1 и Zm(ω) < p(2−m).
Отсюда и из неравенства треугольника следует, что

‖Xt(ω)−Xk2−n−1(ω)‖ ≤
r−1∑

m=n+1

‖Xtm(ω)−Xtm+1(ω)‖ ≤

≤
∞∑

m=n+1

Zm(ω) ≤
∞∑

m=n+1

p(2−m) ≤

≤
∞∑

m=n+1

1

ln 2

∫ 2−m+1

2−m

p(u)

u
du =

1

ln 2

∫ 2−n−1

0

p(u)

u
du.

Аналогично можно доказать неравенство

‖Xs(ω)−Xk2−n−1(ω)‖ ≤ 1

ln 2

∫ 2−n−1

0

p(u)

u
du.

Из этих оценок и из неравенства треугольника следует (3.3.6).
(ii). Докажем, что для любыхω ∈ Ω′ и t ∈ [0, 1] существует пре-

дел limS3s→tXs(ω). Пусть S 3 sn → t при n → ∞. Из неравенства
(3.3.6), в котором следует положить t = sn, s = sr, h = 2|sn − sr|,
следует, что limn,r→∞ ‖Xsn(ω) − Xsr(ω)‖ = 0. Это означает, что
последовательность {Xsn(ω)}n≥1 удовлетворяет условию Коши и,
следовательно, сходится.

Определим случайный процесс Y = {Yt, t ∈ [0, 1]}, положив

Yt(ω) =


Xt(ω), если t ∈ S,ω ∈ Ω,

limS3s→tXs(ω), если t ∈ [0, 1] \ S,ω ∈ Ω′,
x, если t ∈ [0, 1] \ S,ω ∈ Ω \ Ω′,

где x – произвольная фиксированная точка из Rd.
(iii). Случайные процессы {Xt, t ∈ [0, 1]} и {Yt, t ∈ [0, 1]} эк-

вивалентны. Чтобы увидеть это, заметим, что limh→0 p(h) = 0 и
limh→0 q(h) = 0 в силу (3.3.4). Отсюда и из условия (3.3.3) следует,
что случайный процесс {Xt, t ∈ [0, 1]} стохастически непрерывен.
Если t ∈ S, то Xt = Yt. Пусть S 3 sn → t ∈ [0, 1] \ S при n → ∞.
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Последовательности {‖Xt−Xsn‖}n≥1 и {‖Yt−Xsn‖}n≥1 сходятся по
вероятности к нулю. Отсюда следует равенство Xt = Yt п.в., так как

‖Xt − Yt‖ ≤ ‖Xt −Xsn‖+ ‖Yt −Xsn‖ → 0 п.в. при n→∞.

(iv). Докажем неравенство (3.3.5). Оно справедливо для любого
ω ∈ Ω \ Ω′, так как Yt(ω) = x для всех t ∈ [0, 1]. Предположим, что
ω ∈ Ω′, h ∈ (0, 2−H(ω)). Для любых s, t ∈ [0, 1], |s−t| < h/2, найдутся
последовательности {sn}n≥1 и {tn}n≥1 чисел из S, которые сходятся
к s и t. Для всех достаточно больших n выполняется неравенство
|sn − tn| < h/2. Для таких s = sn и t = tn выполняется неравенство
(3.3.6), из которого следует (3.3.5) при n → ∞. Из (3.3.5) следует
непрерывность случайного процесса {Yt, t ∈ [0, 1]}.

(v). Докажем теорему в общем случае. Выпуклое множество T,
не являющееся сегментом, можно представить в виде объединения
T = ∪∞n=1[an, bn] расширяющихся сегментов. По доказанному выше
для любого n ∈ N найдутся непрерывная версия {Y (n)

t , t ∈ [an, bn]}
случайного процесса {Xt, t ∈ [an, bn]} и функция Hn : Ω → N такие,
что (3.3.5) выполняется для Yt = Y

(n)
t и [a, b] = [an, bn]. Для любых

n ∈ N и t ∈ [an, bn] существует множество Ωn,t ∈ F ,P{Ωn,t} = 1,

на котором выполняются равенства Y (n)
t (ω) = Xt(ω) = Y

(n+1)
t (ω).

Обозначим QT объединение множества Q ∩ T и тех точек t∗ и t∗,
которые принадлежат T. Множество Ω′′n = ∩t∈QT∩[an,bn]Ωn,t ∈ F
имеет единичную вероятность. Для любого ω ∈ Ω′′n выполняется
равенство Y

(n)
t (ω) = Y

(n+1)
t (ω) для всех t ∈ Q ∩ [an, bn]. На са-

мом деле равенство выполняется для всех t ∈ [an, bn] в силу непре-
рывности функций Y

(n)
t (ω) и Y

(n+1)
t (ω), t ∈ [an, bn]. Множество

Ω′′ = ∩∞n=1Ω′′n ∈ F имеет единичную вероятность. Определим слу-
чайный процесс Y = {Yt, t ∈ T}, положив

Yt(ω)=

{
Y

(n)
t (ω), если ω ∈ Ω′′, t ∈ [an, bn] для некоторого n ∈ N,

x, если ω ∈ Ω \ Ω′′, t ∈ T,

где x – произвольная фиксированная точка из Rd. Cлучайный про-
цесс Y является непрерывной версией данного случайного процес-
са X. Любой сегмент [a, b] ⊆ T содержится в некотором сегменте
[an, bn]. Неравенство (3.3.5) выполняется c H = Hn. J

3.3.5. Теорема. Если случайный процесс X = {Xt, t ∈ T} с вы-
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пуклым множеством T удовлетворяет условию

E‖Xt −Xs‖α ≤ c|s− t|1+β

для любых s, t ∈ T и для некоторых чисел α > 0,β > 0, c > 0, то он
имеет непрерывную версию Y = {Yt, t ∈ T} со свойством

lim
h↓0

1

hγ
sup

s,t∈[a,b]:|s−t|<h
‖Yt − Ys‖ = 0 (3.3.7)

для любого γ ∈ (0, β/α) и для любого сегмента [a, b] ⊆ T.
I Возьмем числа δn ∈ (0, β/α), n ∈ N, такие, что δn < δn+1 для

всех n ∈ N и limn→∞ δn → β/α. Заметим, что функции pn(u) = uδn и
qn(u) = cu1+(β−αδn), u ∈ [0, 1], удовлетворяют условиям из теоремы
3.3.4. Действительно, нетрудно проверить, что∫ 1

0
pn(u)

du

u
=

1

δn
<∞,

∫ 1

0
qn(u)

du

u2
=

c

β − αδn
<∞,

P{‖Xt −Xs‖ > pn(|s− t|)} ≤ E‖Xt −Xs‖α

|s− t|δnα
≤ qn(|s− t|).

По теореме 3.3.4 для каждого n ∈ N найдется непрерывная версия
Y (n) = {Y (n)

t , t ∈ T} случайного процесса X такая, что для любого
сегмента [a, b] ⊂ T существует функция Hn : Ω → N такая, что для
любых ω ∈ Ω и h ∈ (0, 2−Hn(ω)) выполняется неравенство

sup
s,t∈[a,b]:|s−t|<h/2

‖Y (n)
t (ω)− Y (n)

s (ω)‖ ≤ 2

ln 2

∫ h

0
pn(u)

du

u
. (3.3.8)

Для любых t ∈ T и n ∈ N существует событие Ωn,t ∈ F ,P{Ωn,t} = 1,

на котором выполняются равенства Y (n)
t = Xt = Y

(n+1)
t . На мно-

жестве Ωn = ∩t∈QTΩn,t ∈ F , P{Ωn} = 1, выполняется равенство
Y

(n)
t = Y

(n+1)
t для всех t ∈ QT . На самом деле это равенство выпол-

няется для всех t ∈ T в силу непрерывности случайных процессов
Y (n) и Y (n+1). На множестве Ω′ = ∩∞n=1Ωn ∈ F , P{Ω′} = 1, вы-
полняется равенство Y (n)

t (ω) = Y
(m)
t (ω) для всех t ∈ T и для всех

n,m ∈ N. Определим случайный процесс Y = {Yt, t ∈ T}, положив

Yt(ω) =

{
Y

(1)
t (ω), если ω ∈ Ω′,

x, если ω ∈ Ω \ Ω′,
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где x — произвольная точка из Rd. Случайный процесс Y является
непрерывной версией случайного процесса X.

Далее, любое число γ ∈ (0, β/α) строго меньше некоторого δn.
Для этого n случайные процессы Y и Y (n) совпадают на множестве
Ω′ и Yt(ω) = x для всех ω ∈ Ω \ Ω′ и для всех t ∈ T. Отсюда и из
(3.3.8) следует (3.3.7). J

3.4. Процессы без разрывов второго рода

Существует ряд достаточных условий, чтобы траектории слу-
чайных процессов не имели разрывов второго рода. О некоторых
таких условиях пойдет речь в этом параграфе. Предполагается, что
все рассматриваемые случайные процессы X = {Xt, t ∈ T} опре-
делены на вероятностном пространстве (Ω,F ,P) и принимают зна-
чения в евклидовом пространстве Rd. В качестве параметрического
множества выступает произвольное бесконечное выпуклое множе-
ство T ⊆ R. Нам понадобятся некоторые сведения о функциях без
разрывов второго рода.

3.4.1. Определение. Функция f : T → Rd не имеет разрывов
второго рода, если существуют предел слева lims↑t f(s)=f(t−) ∈ Rd

для любого t ∈ T, t > t∗, и предел справа lims↓t f(s) = f(t+) ∈ Rd

для любого t ∈ T, t < t∗. Положим f(t∗−) = f(t∗), если t∗ ∈ T, и
f(t∗+) = f(t∗), если t∗ ∈ T. Разность ∆f(t) = f(t+) − f(t−) назы-
вается скачком функции f в точке t ∈ T. Число ‖∆f(t)‖ называется
величиной скачка функции f в точке t ∈ T.

3.4.2. Теорема. Пусть дана функция f : T → Rd без разры-
вов второго рода. Тогда для любых чисел c > 0, a, b ∈ T, a < b,
множество Ec,a,b = {t ∈ [a, b] : ‖∆f(t)‖ ≥ c} конечно, множество
E = {t ∈ T : ‖∆f(t)‖ > 0} конечно или счетно.

I Напомним, что пустое множество считается конечным. Лю-
бое выпуклое множество T можно представить в виде объединения
T = ∪∞n=1[an, bn] расширяющихся сегментов [an, bn] ⊆ [an+1, bn+1].
Множество E можно записать в виде объединения E = ∪∞n=1{t ∈
[an, bn] : ‖∆(t)‖ > 0}. К множеству E следует добавить те точки
t∗ и t∗, которые принадлежат T и в которых величины скачков
функции положительны. Для любого n ∈ N справедливо равенство
{t ∈ [an, bn] : ‖∆f(t)‖ > 0} = ∪∞r=1E1/r,an,bn . Поэтому достаточно
доказать, что для любых c > 0, a, b ∈ T, a < b, множество Ec,a,b
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конечно. Предположим противное, что некоторое множество Ec,a,b
содержит бесконечное число точек. Найдется монотонная, скажем,
возрастающая последовательность {tm}m≥1 точек из Ec,a,b. Она схо-
дится к некоторому числу t ∈ (a, b] и limm→∞ f(tm) = f(t−). Можно
считать, что a < tm < t ≤ b для всех m ∈ N. Для каждого m ∈ N
найдутся последовательности {s′m,l}l≥1 и {s′′m,l}l≥1 чисел из (a, b) та-
кие, что s′m,l ↑ tm и s′′m,l ↓ tm при l ↑ ∞ и

lim
l→∞
‖f(s′m,l)− f(s′′m,l)‖ = ‖f(tm+)− f(tm−)‖ ≥ c.

Найдется lm такое, что tm − 1/m< s′m,lm< tm<s
′′
m,lm

< tm + 1/m,
s′m,lm , s

′′
m,lm

< t, ‖f(s′m,lm)−f(s′′m,lm)‖ ≥ c/2. Заметим, что обе после-
довательности {s′m,lm}m≥1 и {s′′m,lm}m≥1 сходятся слева к t. Поэто-
му limm→∞ f(s′m,lm) = limm→∞ f(s′′m,lm) = f(t−), что противоречит
неравенству ‖f(s′m,lm)− f(s′′m,lm)‖ ≥ c/2. J

3.4.3. Теорема. Если функция f : T → Rd не имеет разрывов
второго рода, то supa≤t≤b ‖f(t)‖ < ∞ для любых a, b ∈ T, a < b.
Если ‖∆f(t)‖ ≤ c для некоторого c > 0 и для всех t ∈ T, то для
любых ε > 0, a, b ∈ T, a < b, существует δ = δ(ε, a, b) > 0 такое,
что ‖f(t)− f(s)‖ < c+ ε для любых s, t ∈ [a, b], |t− s| < δ.

I Если A = supa≤t≤b ‖f(t)‖ =∞ для некоторых a, b ∈ T, a < b,
то найдется монотонная, скажем, возрастающая последовательность
{tn}n≥1 чисел из [a, b] такая, что ‖f(tn)‖ ≥ n. Последовательность
{tn}n≥1 сходится к некоторому t ∈ (a, b]. Предположение, что A =∞
ведет к противоречию ∞ = limn→∞ ‖f(tn)‖ = ‖f(t−)‖ <∞.

Докажем второе утверждение. Предположим противное, что
второе утверждение не выполняется для некоторого конечного сег-
мента [a, b] ⊆ T. Это означает, что для некоторого ε > 0 и для любого
δ > 0 найдутся s, t ∈ [a, b], |t−s| < δ, такие, что ‖f(t)−f(s)‖ ≥ c+ε.
Возьмем убывающую последовательность {δn}n≥1 положительных
чисел, сходящуюся к нулю. Для любого n ∈ N найдутся sn, tn ∈ [a, b]
такие, что |tn−sn| < δn и ‖f(tn)−f(sn)‖ ≥ c+ε.Можно считать, что
последовательности {tn}n≥1 и {sn}n≥1 монотонны и сходятся к неко-
торому t ∈ [a, b]. В противном случае можно выделить соответствую-
щие подпоследовательности упомянутых последовательностей. Воз-
можны четыре варианта, так как каждая из последовательностей
может возрастать или убывать. Предположим, например, что sn ↑ t
и tn ↓ t при n ↑ ∞. Предположение, что ‖f(tn)− f(sn)‖ ≥ c+ ε для
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всех n ∈ N ведет к противоречию

c+ ε ≤ lim
n→∞

‖f(tn)− f(sn)‖ = ‖f(t+)− f(t−)‖ ≤ c. J

3.4.4. Определение. Функция f : T → Rd называется регуляр-
ной справа, если она непрерывна справа в каждой точке t ∈ T, t < t∗,
и имеет предел слева в каждой точке t ∈ T, t > t∗. Функция f назы-
вается регулярной слева, если она непрерывна слева в каждой точке
t ∈ T, t > t∗, и имеет предел справа в каждой точке t ∈ T, t < t∗.

3.4.5. Теорема. Пусть функция f : S → Rd определена на всю-
ду плотном счетном подмножестве S множества T. Предполо-
жим, что существуют пределы limS3s↑t f(s) = g(t−) ∈ Rd для
всех t ∈ T, t > t∗, и limS3s↓t f(s) = g(t+) ∈ Rd для всех t ∈ T,
t < t∗. Тогда функция g(t−), t ∈ T, t > t∗, регулярна слева, функция
g(t+), t ∈ T, t < t∗, регулярна справа и supt∈[a,b]∩S ‖f(t)‖ < ∞ для
любых a, b ∈ T, a < b.

I Докажем, например, что функция g(t+), t ∈ T, t < t∗, регу-
лярна справа. Пусть a ∈ T, a < t∗. По условию существует предел
limS3s↓a f(s) = g(a+) ∈ Rd. Поэтому для любого ε > 0 найдется
δ > 0 такое, что ‖g(a+)−f(s)‖ < ε для всех s ∈ (a, a+δ)∩S. Отсюда
следует, что ‖g(a+) − g(t+)‖ = limS3s↓t ‖g(a+) − f(s)‖ ≤ ε для лю-
бого t ∈ (a, a+ δ)∩T. Это означает, что функция g(t+), t ∈ T, t < t∗,
непрерывна справа.

Возьмем любое a ∈ (t∗, t
∗). По предположению существует пре-

дел limS3s↑a f(s) = g(a−) ∈ Rd. Для любого ε > 0 найдется δ > 0
такое, что ‖g(a−) − f(s)‖ < ε для всех s ∈ (a − δ, a) ∩ S. Для лю-
бых t′, t′′ ∈ (a − δ, a) ∩ T найдутся убывающие последовательности
{s′n}n≥1 и {s′′n}n≥1 чисел из S, сходящиеся к t′ и t′′. Заметим, что

‖g(t′+)− g(t′′+)‖ = lim
n→∞

‖f(s′n)− f(s′′n)‖ ≤

≤ lim sup
n→∞

(‖f(s′n)− g(a−)‖+ ‖g(a−)− f(s′′n)‖) < ε/2 + ε/2 = ε.

Отсюда следует, что limt′,t′′↑a ‖g(t′+) − g(t′′+)‖ = 0. Это означает,
что функция g(t+), t ∈ (a − δ, a) ∩ T, удовлетворяет условию Коши
и, следовательно, существует предел limt↑a g(t+) ∈ Rd.

Докажем, что A = supt∈[a,b]∩S ‖f(t)‖ < ∞ для любых a, b ∈ T,
a < b. Если A =∞ для некоторых a, b ∈ T, a < b, то найдется моно-
тонная, скажем, возрастающая, последовательность {tn}n≥1 чисел
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из [a, b]∩S такая, что ‖f(tn)‖ ≥ n. Последовательность {tn}n≥1 схо-
дится к некоторому t ∈ (a, b] ∩ T. Предположение, что A =∞ ведет
к противоречию ∞ = limn→∞ ‖f(tn)‖ = ‖g(t−)‖ <∞. J

3.4.6. Определение. Случайный процесс X = {Xt, t ∈ T} на-
зывается регулярным справа (регулярным слева), если все его тра-
ектории регулярны справа (регулярны слева). Случайный процесс
X не имеет разрывов второго рода, если все его траектории не име-
ют разрывов второго рода. Случайный процесс X п.в. регулярен
справа (п.в. регулярен слева, п.в. не имеет разрывов второго рода),
если существует множество Ω′ ∈ F единичной вероятности такое,
что для любого ω ∈ Ω′ траектория Xt(ω), t ∈ T, регулярна справа
(регулярна слева, не имеет разрывов второго рода).

3.4.7. Теорема. Если случайный процесс X = {Xt, t ∈ T} с вы-
пуклым множеством T, t∗ ∈ T, удовлетворяет условию

P{‖Xt1 −Xt2‖‖Xt2 −Xt3‖ ≥ p2(t3 − t1)} ≤ q(t3 − t1) (3.4.1)

для любых t1, t2, t3 ∈ T, t1 < t2 < t3, t3 − t1 < δ, для некоторого
δ > 0 и для некоторых неубывающих функций p, q : [0, δ] → R+ со
свойствами ∫ δ

0

p(u)

u
du <∞,

∫ δ

0

q(u)

u2
du <∞, (3.4.2)

то X имеет версию Y = {Yt, t ∈ T} без разрывов второго рода.
I Предположим сначала, что T = [a, b]. Можно считать,

что [a, b] = [0, 1], так как случайные процессы {Xt, t ∈ [a, b]} и
{Xa+t(b−a), t ∈ [0, 1]} одновременно имеют или нет разрывы второго
рода. Можно считать, что δ = 1, так как конкретное значение δ не
имеет значения. Из неравенств

p(2−n) ≤ 1

ln 2

∫ 2−n+1

2−n

p(u)

u
du, 2nq(2−n) ≤ 2

∫ 2−n+1

2−n

q(u)

u2
du, n ∈ N,

и условий (3.4.2) следует, что

∞∑
n=1

p(2−n) <∞,
∞∑
n=1

2nq(2−n) <∞. (3.4.3)

Доказательство теоремы будет разбито на несколько этапов. Обо-
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значим S = {tn,k = k2−n : k = 0, . . . , 2n, n ∈ N} и определим события

An,r = {‖Xtn,r −Xtn,r+1‖ < p(2−n)}, r = 0, 1, . . . , 2n − 1,

Bn,r = An,r−1 ∪An,r, r = 1, . . . , 2n − 1,

Cn = ∩∞k=n ∩2k−1
r=1 Bk,r, C = ∪∞n=1Cn, n ∈ N.

(i). Докажем, что P{C} = 1. Так как C = ∪∞n=1Cn и Cn ↑, то
P{C} = limn→∞ P{Cn} по теореме 1.4.3. Достаточно доказать, что
limn→∞ P{Ccn} = 0. В силу условия (3.4.1) выполняется неравенство
P{Bc

k,r} = P{Ack,r−1 ∩Ack,r} ≤ q(2−k) и, следовательно,

P{Ccn} = P{∪∞k=n ∪2k−1
r=1 Bc

k,r} ≤
∞∑
k=n

2k−1∑
r=1

P{Bc
k,r} ≤

∞∑
k=n

2kq(2−k).

Величина справа стремится к нулю при n→∞ по условию (3.4.3).
(ii). Заметим, что любое число t ∈ [tn,r, tn,r+1] ∩ S можно за-

писать в следующем виде t = tm,s = s2−m с некоторыми целыми
m ≥ n и s ∈ {0, . . . , 2m}. Докажем, что на множестве An,r ∩ Cn+1

выполняется неравенство

‖Xtm,s −Xtn,r‖ ∨ ‖Xtm,s −Xtn,r+1‖ < Lm =
m∑
k=n

p(2−k). (3.4.4)

Неравенство выполняется для m = n, так как возможны толь-
ко два случая s = r или s = r + 1. Далее можно рассуж-
дать по индукции. Предположим, что (3.4.4) выполняется для
некоторого m > n и для всех tm,s ∈ [tn,r, tn,r+1]. Предполо-
жим, что tm+1,s ∈ [tn,r, tn,r+1] для некоторого s ∈ {0, . . . , 2m+1}.
Если s = 2j, то tm+1,2j = tm,j и, следовательно, неравенство
(3.4.4) c tm+1,s = tm,j выполняется. Пусть s = 2j + 1. Точка
tm+1,2j+1 является центром сегмента [tm,j , tm,j+1] ⊆ [tn,r, tn,r+1].
Так как Cn+1 ⊆ Bm+1,2j+1, то выполняется одно из двух неравенств
‖Xtm,j−Xtm+1,2j+1‖ < p(2−m−1) или ‖Xtm+1,2j+1−Xtm,j+1‖ < p(2−m−1).
Если, например, справедливо первое из этих неравенств, то

‖Xtn,r −Xtm+1,2j+1‖ ≤ ‖Xtn,r −Xtm,j‖+ ‖Xtm,j −Xtm+1,2j+1‖ < Lm+1,

‖Xtm+1,2j+1−Xtn,r+1‖≤‖Xtm,j−Xtn,r+1‖+‖Xtm+1,2j+1−Xtm,j‖<Lm+1.

По индуктивному принципу (3.4.4) выполняется для всех m ∈ N.
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(iii). Докажем, что для любого ω ∈ Bn,r ∩ Cn+1 существует
число a = a(ω) ∈ [tn,r−1, tn,r+1] такое, что

‖Xt(ω)−Xtn,r(ω)‖ <
∞∑
k=n

p(2−k), если t ∈ [tn,r−1, a) ∩ S, (3.4.5)

‖Xt(ω)−Xtn,r+1(ω)‖ <
∞∑
k=n

p(2−k), если t ∈ (a, tn,r+1] ∩ S. (3.4.6)

Далее в этом пункте ω считается фиксированным и не будет ука-
зываться в качестве аргумента. Например, вместо Xt(ω) мы будем
писать Xt. Условимся говорить, что число t ∈ [tn,r−1, tn,r+1] ∩ S
принадлежит нижнему классу (верхнему классу), если выполняется
неравенство (3.4.5) слева от слова если (выполняется неравенство
(3.4.6) слева от слова если). Заметим, что классы зависят от ω.

Так как ω ∈ Bn,r ∩ Cn+1, то выполняется одно из неравенств

‖Xtn,r−1 −Xtn,r‖ < p(2−n), ‖Xtn,r −Xtn,r+1‖ < p(2−n). (3.4.7)

Если выполняются оба неравенства, то ω ∈ An,r−1 ∩ An,r. В силу
(ii) выполняется неравенство (3.4.4) и аналогичное неравенство с
заменой r на r − 1. Поэтому неравенство (3.4.5) выполняется для
всех tm,s ∈ [tn,r−1, tn,r) ∩ S и неравенство (3.4.6) выполняется для
всех tm,s ∈ (tn,r, tn,r+1]∩S. В этом случае следует положить a = tn,r.

Предположим, например, что первое неравенство (3.4.7) выпол-
няется, а второе неравенство не выполняется. Тогда ω принадлежит
пересечению An,r−1 ∩Cn+1, и, следовательно, выполняется неравен-
ство (3.4.4) c r−1 вместо r. Поэтому выполняется неравенство (3.4.5)
для всех tm,s ∈ [tn,r−1, tn,r]∩ S. Все точки множества [tn,r−1, tn,r]∩ S
следует отнести к нижнему классу. Множество [tn,r, tn,r+1] являет-
ся объединением множеств [tn+1,2r, tn+1,2r+1] и [tn+1,2r+1, tn+1,2(r+1)].
Так как ω ∈ Bn,r ∩Cn+1 ⊆ Bn,r ∩Bn+1,2r+1, то выполняется одно из
неравенств

‖Xtn,r −Xtn+1,2r+1‖ < p(2−n−1),

‖Xtn+1,2r+1 −Xtn,r+1‖ < p(2−n−1).
(3.4.8)

Если выполняются оба неравенства, то выполняется неравенство
(3.4.4) и, следовательно, выполняются неравенства (3.4.5) и (3.4.6).
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В этом случае следует положить a = tn+1,2r+1. Предположим, на-
пример, что выполняется второе неравенство (3.4.8), а первое нера-
венство не выполняется. Тогдаω ∈ An+1,2r+1∩Cn ⊆ An+1,2r+1∩Cn+2.
Поэтому выполняется неравенство (3.4.4) с n + 1 и 2r + 1 вме-
сто n и r для всех tm,s ∈ [tn+1,2r+1, tn,r+1] ∩ S. Это означает, что
все точки множества [tn+1,2r+1, tn,r+1] следует отнести к верхнему
классу. Оставшееся множество [tn,r, tn+1,2r+1] является объединени-
ем следующих двух множеств [tn,r, tn+2,4r+1] = [tn+2,4r, tn+2,4r+1] и
[tn+2,4r+1, tn+1,2r+1] = [tn+2,4r+1, tn+2,4r+2]. Так как ω ∈ Bn,r ∩ Cn+1,
то ω ∈ Bn,r ∩Bn+2,4r+1 и должно выполняться одно из неравенств

‖Xtn,r −Xtn+2,4r+1‖ < p(2−n−2), ‖Xtn+2,4r+1 −Xtn+1,2r+1‖ < p(2−n−2).

Мы находимся в знакомой ситуации, которая встречалась дважды.
Если оба неравенства выполняются, то множества [tn,r, tn+2,4r+1]∩S
и [tn+2,4r+1, tn+1,2r+1] ∩ S следует отнести соответственно к ниж-
нему классу и к верхнему классу. Если выполняется первое нера-
венство, то множество [tn,r, tn+2,4r+1] ∩ S следует отнести к ниж-
нему классу. Если выполняется второе неравенство, то множество
[tn+2,4r+1, tn+1,2r+1] ∩ S следует отнести к верхнему классу. Рассуж-
дая подобным образом, можно построить две последовательности
{tn+k,rk}k≥1, tn+k,rk ↑ a1, и {tn+m,rm}m≥1, tn+m,rm ↓ a2, такие, что
множества [tn,r−1, tn+k,rk ]∩S и [tn+m,rm , tn,r+1]∩S относятся соответ-
ственно к нижнему классу и к верхнему классу. Из построения по-
следовательностей {tn+k,rk}k≥1 и {tn+m,rm}m≥1 следует, что a1 = a2.
Величина a = a1 = a2 удовлетворяет неравенствам (3.4.5) и (3.4.6).

(iv). Докажем, что на множестве C существуют пределы

lim
S3s↑t

Xs = Zt− ∈ Rd для любого t ∈ (0, 1],

lim
S3s↓t

Xs = Zt+ ∈ Rd для любого t ∈ [0, 1).
(3.4.9)

Докажем сначала, что для любого ω ∈ C функция Xt(ω), t ∈ S,
ограничена. Предположим противное, что A = supt∈S ‖Xt(ω)‖ =∞
для некоторогоω ∈ C.Для любогоm ∈ N найдется tm ∈ S такое, что
‖Xtm(ω)‖ ≥ m. Можно считать, что последовательность {tm}m≥1

монотонна, скажем, возрастает. Она сходится к некоторому t ∈ (0, 1]
и limm→∞ ‖Xtm(ω)‖ = ∞. Так как ω ∈ C = ∪∞n=1Cn и Cn ↑ при
n → ∞, то ω ∈ Cn для всех n ∈ N больше некоторого n0 ∈ N.
Фиксируем n ∈ N, n > n0. Так как ω ∈ Cn ⊆ Bn,r ∩ Cn+1 для всех
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r ∈ {1, . . . , 2n−1− 1}, то tn,r−1 < t ≤ tn,r+1. Сравним t с a, о котором
говорится в (iii). Возможны случай t ≤ a или a < t. Предположим,
например, что t ≤ a. Тогда tm ∈ [tn,r−1, t) для бесконечного числа
m ∈ N. В силу (3.4.5) и (3.4.3) выполняются неравенства

‖Xtm(ω)−Xtn,r(ω)‖ ≤
∞∑
k=n

p(2−k) = d <∞

для всех tn,r ≤ tm. Отсюда следуют противоречивые соотношения
∞ = limm→∞ ‖Xtm(ω)‖ ≤ ‖Xtn,r(ω)‖+ d и, следовательно, A <∞.

Докажем (3.4.9). Предположим противное, например, что пре-
дел lims↑tXs(ω) не существует для некоторых ω ∈ C и t ∈ (0, 1].
В этом случае найдутся последовательность {Xtl}l≥1, S 3 tl ↑ t, и
число ε > 0 такие, что ‖Xtl(ω) − Xtl+1

(ω)‖ > ε для всех l ∈ N.
Так как ω ∈ C = ∪∞n=1Cn и Cn ↑, то ω ∈ Cn ⊂ Bn,r ∩ Cn+1

для всех r ∈ {1, . . . , 2n − 1} и для всех n ∈ N больше некоторого
n0 ∈ N. В силу условия (3.4.3) число n0 можно выбрать настоль-
ко большим, чтобы выполнялось неравенство

∑∞
j=n0

p(2−j) < ε/2.
Фиксируем n ∈ N, n > n0. Найдется r ∈ {1, . . . , 2n − 1} такое, что
tn,r−1 < t ≤ tn,r+1]. Сравним t и a, о котором говорится в (iii). Пред-
положим, например, что t ≤ a. В этом случае tl ∈ [tn,r−1, t) для всех
достаточно больших l ∈ N. Для таких m, в силу (3.4.5), выполняют-
ся противоречивые неравенства

ε < ‖Xtl(ω)−Xtl+1
(ω)‖ ≤ ‖Xtl(ω)−Xtn,r(ω)‖+

+ ‖Xtn,r(ω)−Xtl+1
(ω)‖ < ε.

Поэтому предел слева в (3.4.9) существует.
(v). Пусть случайный процесс Y = {Yt, t ∈ [0, 1]} определен на

вероятностном пространстве (Ω,F ,P) и принимает значения в Rd.
Предположим, что Y0 = X0, Y1 = X1, для любых t ∈ (0, 1) и ω ∈ C
выполняется одно из равенств Yt(ω) = Zt−(ω) или Yt(ω) = Zt+(ω),
где Zt− и Zt+ определены в (3.4.9). Тогда для любогоω ∈ C функция
Yt(ω), t ∈ [0, 1], не имеет разрывов второго рода.

Докажем, например, что существует предел lims↑t Ys(ω) ∈ Rd

для любых ω ∈ C и t ∈ (0, 1]. Возьмем произвольную строго возрас-
тающую последовательность {sn}n≥1 чисел из (0, 1], сходящуюся к
t. Построим последовательность {tn}n≥2 чисел из S по следующему
правилу. Если Ysn(ω) = Zsn−(ω), то следует взять tn ∈ S такое, что

0 < sn − tn <
1

2
min{sn − sn−1, sn+1 − sn}, ‖Xtn(ω)− Ysn(ω)‖ < 1

n
.
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Если Ysn(ω) = Zsn+(ω), то следует взять tn ∈ S такое, что

0 < tn − sn <
1

2
min{sn − sn−1, sn+1 − sn}, ‖Xtn(ω)− Ysn(ω)‖ < 1

n
.

Последовательность {tn}n≥2 возрастает и сходится к t. По доказан-
ному в (iv) существует предел limn→∞Xtn(ω) = Zt−(ω). Отсюда
следует, что limn→∞ Ysn(ω) = Zt−(ω).

(vi). Построим требуемый случайный процесс. Пусть t ∈ (0, 1).
Для любого n ∈ N число t содержится в (tn,rn−1, tn,rn+1) для неко-
торого rn ∈ {1, . . . , 2n − 1}. По условию (3.4.2) и по условию (3.4.1)
с t1 = tn,rn−1 < t2 = t < tn,rn+1 выполняется неравенство

P{C ∩ {‖Xtn,rn−1 −Xt‖‖Xt −Xtn,rn+1‖ > p2(2−2n)}} ≤
≤ P{‖Xtn,rn−1 −Xt‖‖Xt −Xtn,rn+1‖ > p2(2−2n)} ≤ q(2−2n)→ 0

при n→∞. По доказанному в (iv) на событии C существуют преде-
лы limn→∞Xtn,rn−1 = Zt− и limn→∞Xtn,rn+1 = Zt+. Отсюда следует,
что P{C ∩{‖Zt−−Xt‖‖Xt−Zt+‖ > 0}} = 0. Это означает, что на со-
бытии C выполняется одно из равенств Xt = Zt− п.в. или Xt = Zt+
п.в. Обозначим Ut = C ∩ {Xt = Zt−}, Vt = C ∩ {Xt = Zt+ 6= Zt−}.
Определим случайный процесс Y = {Yt, t ∈ [0, 1]}, положив

Yt(ω) =



X0(ω), если t = 0,ω ∈ Ω,
Zt−(ω), если t ∈ (0, 1),ω ∈ C ∩ Ut,
Zt+(ω), если t ∈ (0, 1),ω ∈ C ∩ Vt,
Zt−(ω), если t ∈ (0, 1),ω ∈ C \ (Vt ∪ Ut),
x, если t ∈ (0, 1),ω ∈ Ω \ C,
X1(ω), если t = 1,ω ∈ Ω,

где x – произвольная точка из Rd.
Из определения случайного процесса Y непосредственно сле-

дует, что он является версией случайного процесса {Xt, t ∈ [0, 1]}.
Случайный процесс Y не имеет разрывов второго рода. Действи-
тельно, для любого ω ∈ C траектория Yt(ω), t ∈ [0, 1], не имеет
разрывов второго рода по доказанному в (v). Если ω /∈ C, то траек-
тория Yt(ω), t ∈ [0, 1], постоянна.

(vii). Докажем теорему в общем случае. Выпуклое множество T
содержит свою левую граничную точку t∗ и не является сегментом.
Множество T можно представить в объединения T = ∪∞n=1[t∗, bn]
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строго расширяющихся сегментов. По доказанному выше для каж-
дого n ∈ N существует версия Y (n) = {Y (n)

t , t ∈ [t∗, bn]} случайного
процесса X без разрывов второго рода. Определим случайный про-
цесс Y = {Yt, t ∈ T}, положив Yt = Y

(2)
t , если t ∈ [t∗, b1], Yt = Y

(n+1)
t ,

если bn−1 < t ≤ bn для некоторого n ∈ N, n ≥ 2. Нетрудно видеть,
что случайный процесс Y является версией случайного процесса X
без разрывов второго рода. J

Теорема 3.4.7 является итогом ряда обобщений следующей тео-
ремы Ченцова (Николай Николаевич Ченцов).

3.4.8. Теорема. Если случайный процесс X = {Xt, t ∈ T} с вы-
пуклым множеством T, t∗ ∈ T, удовлетворяет условию

E(‖Xt1 −Xt2‖ · ‖Xt2 −Xt3‖)α ≤ c|t3 − t1|1+β

для любых t1, t2, t3 ∈ T, t1 < t2 < t3, и для некоторых чисел α > 0 и
β > 0, то существует версия Y = {Yt, t ∈ T} случайного процесса
X без разрывов второго рода.

I Возьмем число γ ∈ (0, β/α) и определим функции

p(h) = hγ/2, q(h) = ch1+β−αγ, h ∈ [0, 1].

По неравенству Маркова –Чебышева (теорема 1.6.7)

P{‖Xt1 −Xt2‖ · ‖Xt2 −Xt3‖ ≥ p2(t3 − t1)} ≤

≤ E(‖Xt1 −Xt2‖‖Xt2 −Xt3‖)α

p2α(t3 − t1)
≤ q(t3 − t1)

для любых t1, t2, t3 ∈ T, t1 < t2 < t3, t3 − t1 < 1 выполняется условие
(3.4.1) теоремы 3.4.7 с функциями p и q. Эти функции возрастают
и, как нетрудно убедиться, удовлетворяют условиям (3.4.2). Можно
применить теорему 3.4.7, по которой случайный процесс X имеет
версию Y без разрывов второго рода. J

3.5. Фильтрация

Понятие фильтрации привносит идею движения в исследова-
ния случайных процессов. Будучи связанной со случайным процес-
сом, фильтрация аккумулирует информацию о нем. Предполагает-
ся, что все случайные процессы, о которых пойдет речь, определены
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на вероятностном пространстве (Ω,F ,P) и принимают значения в
евклидовом пространстве Rd.

3.5.1. Определение. Семейство FT = {Ft : Ft ⊆ F , t ∈ T}
сигма-алгебр называется фильтрацией, если Fs ⊆ Ft для любых
s, t ∈ T, s < t. Фильтрация FT называется расширенной, если любое
множество A ∈ F нулевой вероятности принадлежит всем сигма-
алгебрам Ft, t ∈ T.

По данной фильтрации FT можно строить другие фильтрации.
Например, FT+ = {Ft+, t ∈ T} и FT− = {Ft−, t ∈ T}, положив
Ft∗+ = Ft∗ , если t∗ ∈ T, и Ft∗− = Ft∗ , если t∗ ∈ T, Ft+ = ∩T3s>tFs,
если t ∈ T, t < t∗, и Ft− = σ(Fs, s < t, s ∈ T ), если t∗ ≤ t ∈ T.

3.5.2. Определение. Фильтрация FT называется непрерыв-
ной справа, если Ft = Ft+ для любого t ∈ T. Фильтрация FT назы-
вается непрерывной слева, если Ft− = Ft для любого t ∈ T.

Легко убедиться, что фильтрация FT+, построенная по филь-
трации FT с выпуклым множеством T, непрерывна справа.

Существуют фильтрации, которые не являются непрерывными
справа. Пусть случайная величина ξ : Ω → R принимает не менее
двух значений. Обозначим Ft = σ(sξ, 0 ≤ s ≤ t). Нетрудно видеть,
что Ft = σ(ξ) для t > 0 и F0 = {Ω,∅} и, следовательно, F0 6= ∩t>0Ft.

Фильтрация FN = {Fn : Fn ⊆ F , n ∈ N} непрерывна справа
тогда и только тогда, когда все сигма-алгебры Fn, n ∈ N, равны
между собой. Это следует из равенств Fn+ = ∩m>nFm = Fn+1.

Пусть дана фильтрация FT = {Ft : Ft ⊆ F , t ∈ T} с выпук-
лым параметрическим множеством T. Нам понадобятся следующие
классы N = {A : A ∈ F ,P{A} = 0},Gt = σ(Ft,N ), Gt+ = ∩T3s>tGs,
если t ∈ T, t < t∗, и Gt∗+ = Gt∗ , если t∗ ∈ T.

3.5.3. Теорема. Пусть дана фильтрация FT = {Ft, t ∈ T}
с выпуклым множеством T. Тогда фильтрация GT+ = {Gt+, t ∈ T}
непрерывна справа, расширена и обладает минимальным свойством
в том смысле, что Gt+ ⊆ Ht для любого t ∈ T, какова бы ни была
расширенная, непрерывная справа фильтрация {Ht, t ∈ T} такая,
что Ft ⊆ Ht для любого t ∈ T.

I Фильтрация GT+ расширена и непрерывна справа, так как
N ⊆ Gt ⊆ Gt+ и ∩T3s>tGs+ = ∩T3s>t ∩T3u>s Gu = ∩T3s>tGs = Gt+
для любого t ∈ T. Убедимся, что фильтрация GT+ обладает мини-
мальным свойством. Пусть дана любая фильтрация {Ht, t ∈ T} со
свойствами, указанными в формулировке теоремы. Так как Ft ⊆ Ht,
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то Gt ⊆ σ(Ht,N ) = Ht. Отсюда следует, что Gt∗+ = Gt∗ ⊆ Ht∗ , если
t∗ ∈ T, и Gt+ = ∩T3s>tGs ⊆ ∩T3s>tHs = Ht, если t ∈ T, t < t∗. J

3.5.4. Определение. Случайный процесс X = {Xt, t ∈ T}
называется согласованным с фильтрацией FT , если для любого t ∈ T
случайный вектор Xt измерим относительно σ-алгебры Ft.

Пусть дан случайный процесс X = {Xt, t ∈ T}. Фильтрация
F(X)
T = {F (X)

t , t ∈ T}, где F (X)
t = σ(Xs, s ∈ T, s ≤ t), называет-

ся естественной фильтрацией случайного процесса X. Фильтрация
G(X)
T = {G(X)

t , t ∈ T}, где G(X)
t = σ(F (X)

t ,N ), называется расширен-
ной естественной фильтрацией случайного процесса X. Случай-
ный процесс согласован с каждой из своих естественных фильтра-
ций. Если t ∈ T интерпретировать как время, то σ-алгебры F (X)

t

и F (X)
t− = σ(F (X)

s , s ∈ T, s < t) содержат информацию о поведении
случайного процесса вплоть до момента t и строго до момента t.

3.5.5. Теорема. Если случайный процесс X = {Xt, t ∈ T} с вы-
пуклым множеством T непрерывен слева, то его естественные
фильтрации F(X)

T и G(X)
T непрерывны слева.

I Докажем, например, что фильтрация F(X)
T непрерывна сле-

ва. Пусть T 3 tn < t, n ∈ N, tn ↑ t. Случайный вектор Xtn измерим
относительно σ-алгебры F (X)

tn и, следовательно, F (X)
t− -измерим. По

теореме 1.5.7 случайный векторXt измерим относительно σ-алгебры
F (X)
t− , так как Xt = limn→∞Xtn . Поэтому σ(Xt) ⊆ F (X)

t− и, следова-
тельно, F (X)

t ⊆ F (X)
t− . Так как F (X)

t− ⊆ F
(X)
t , то F (X)

t = F (X)
t− . J

3.5.6. Теорема. Если случайный процесс X = {Xt, t ∈ T} с вы-
пуклым множеством T стохастически непрерывен слева, то его
расширенная естественная фильтрация G(X)

T непрерывна слева.
I Пусть T 3 tn < t, n ∈ N, tn ↑ t. Последовательность {Xtn}n≥1

сходится по вероятности к Xt. Можно считать, что она сходится по-
чти всюду. В противном случае по теореме 1.5.14 вместо {Xtn}n≥1

можно взять некоторую ее подпоследовательность, которая сходит-
ся п.в. к Xt. Множество Ωt = {limn→∞Xtn = Xt} является событи-
ем единичной вероятности. Поэтому оно принадлежит всем сигма-
алгебрам G(X)

s− . Обозначим Ytn = 1ΩtXtn и Yt = 1ΩtXt. Случайный
вектор Ytn измерим относительно σ-алгебры G(X)

t− . По теореме 1.5.7
случайный вектор Yt измерим относительно σ-алгебры G(X)

t− , так как
он является поточечным пределом G(X)

t− -измеримых случайных век-



ГЛАВА 3. СВОЙСТВА СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ 152

торов Ytn , n ∈ N. Убедимся, что случайный вектор Xt измерим отно-
сительно G(X)

t− . Действительно, для любого A ∈ B(Rd) справедливо
равенство {Xt ∈ A} = ({Yt ∈ A} ∩ Ωt) ∩ ({Xt ∈ A} ∩ Ωc

t). Пере-
сечение {Yt ∈ A} ∩ Ωt принадлежит σ-алгебре G(X)

t− . Пересечение
{Xt ∈ A}∩Ωc, будучи событием нулевой вероятности, принадлежит
классу N ⊂ G(X)

t− . Тем самым доказано, что {Xt ∈ A} ∈ G(X)
t− , други-

ми словами, что случайный вектор Xt измерим относительно сигма-
алгебры G(X)

t− . Поэтому σ(Xt) ⊆ G(X)
t− и, следовательно, G(X)

t ⊆ G(X)
t− .

Так как G(X)
t− ⊆ G

(X)
t , то G(X)

t− = G(X)
t . J

3.6. Марковские моменты

При исследовании данного случайного процесса {Xt, t ∈ T}
может возникнуть необходимость найти информацию о величине
Xt(ω)(ω) при значении параметра t(ω), зависящем от элементарного
события. Эта необходимость привела к понятию марковского момен-
та. Предполагается, что даны вероятностное пространство (Ω,F ,P)
и фильтрация FT = {Ft : Ft ⊆ F , t ∈ T}.

3.6.1. Определение. Функция τ : Ω → T ∪ {∞} называется
FT -марковским моментом или марковским моментом относитель-
но фильтрации FT , если {τ ≤ t} ∈ Ft для любого t ∈ T.

Функция τ : Ω→ T, тождественно равная числу u ∈ T, является
примером марковского момента. Действительно, {τ ≤ t} = ∅ ∈ Ft,
если t ∈ T, t < u, и {τ ≤ t} = Ω ∈ Ft, если t ∈ T, t ≥ u.

3.6.2. Теорема. Если τ является FT -марковским моментом,
то {τ < t} ∈ Ft для любого t ∈ T.

I Возможны случаи t∗ ∈ T и t∗ /∈ T. Предположим. что t∗ ∈ T.
Если t = t∗, то {τ < t} = ∅ ∈ Ft. Если t ∈ T, t > t∗, то найдутся
числа sn ∈ T, n ∈ N, такие, что sn ↑ u = sup{s ∈ T : s < t} при
n→∞. Заметим, что последовательность {sn}n≥1 может содержать
только конечное число различных чисел. Если u /∈ T или u = t, то
{τ < t} = {τ < u} = ∪∞n=1{τ ≤ sn} ∈ Ft, так как {τ ≤ sn} ∈ Fsn ⊆ Ft.
Если t > u ∈ T, то {τ < t} = {τ ≤ u} ∈ Fu ⊆ Ft.

Предположим теперь, что t∗ /∈ T. Если (−∞, t) ∩ T = ∅, то
{τ < t} = ∅ ∈ Ft. Если (−∞, t)∩T 6= ∅, то снова можно определить
величину u и рассуждать уже знакомым образом. J

3.6.3. Теорема. Функция τ : Ω → T ∪ {∞} является марков-
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ским моментом относительно фильтрации FT со счетным мно-
жеством T, если и только если {τ = t} ∈ Ft для любого t ∈ T.

I Если τ является марковским моментом, то {τ < t} ∈ Ft по
теореме 3.6.2, и, следовательно, {τ = t} = {τ ≤ t} \ {τ < t} ∈ Ft
для любого t ∈ T. Далее, если {τ = s} ∈ Fs для любого s ∈ T, то
{τ ≤ t} = ∪T3s≤t{τ = s} ∈ Ft для любого t ∈ T. J

3.6.4. Теорема. Функция τ : Ω → T ∪ {∞} является мар-
ковским моментом относительно непрерывной справа фильтра-
ции FT с выпуклым множеством T тогда и только тогда, когда
{τ < t} ∈ Ft для любого t ∈ T и {τ =∞} ∈ Ft∗ , если t∗ ∈ T.

I Если τ является марковским моментом, то {τ < t} ∈ Ft для
любого t ∈ T по теореме 3.6.2. Если t∗ ∈ T, то {τ ≤ t∗} ∈ Ft∗ , и,
следовательно, {τ =∞} = Ω \ {τ ≤ t∗} ∈ Ft∗ .

Предположим, что {τ < t} ∈ Ft для всех t ∈ T и {τ =∞} ∈ Ft∗ ,
если t∗ ∈ T. Если t∗ ∈ T, то {τ ≤ t∗} = Ω \ {τ = ∞} ∈ Ft∗ . Далее,
пусть t ∈ T и t < t∗. Так как {τ < t} ∈ Ft для любого t ∈ T, то
{τ ≤ t} = ∩n≥1/(s−t){τ < t + 1/n} ∈ Fs для любого s ∈ T, s > t, и,
следовательно, {τ ≤ t} ∈ ∩T3s>tFs = Ft. J

3.6.5. Теорема. Пусть функции τ,σ : Ω→ T ∪{∞} определены
на полном вероятностном пространстве (Ω,F ,P). Если τ являет-
ся марковским моментом относительно расширенной фильтрации
FT и τ = σ п.в., то σ является FT -марковским моментом.

I Множество A = {τ = σ} и любая часть его дополнения Ac

принадлежат любой сигма-алгебре Ft, t ∈ T, так как P{Ac} = 0.
Поэтому {τ ≤ t} ∩ A ∈ Ft и {σ ≤ t} ∩ Ac ∈ Ft и, следовательно,
{σ ≤ t} = ({τ ≤ t} ∩A) ∪ ({σ ≤ t} ∩Ac) ∈ Ft. J

3.6.6. Теорема. Пусть дан FT -марковский момент τ. Тогда
для любого t ∈ T функция τ ∧ t измерима относительно Ft.

I По теореме 1.5.4 достаточно доказать, что {(τ ∧ t) ≤ u} ∈ Ft
для любого u ∈ R. Если t ≤ u, то {(τ ∧ t) ≤ u} = Ω ∈ Ft.

Предположим теперь, что u < t. Если T ∩ (−∞, u] = ∅, то
{(τ ∧ t) ≤ u} = ∅ ∈ Ft. Далее, если T ∩ (−∞, u] 6= ∅, то найдутся
числа sn ∈ T, n ∈ N, такие, что sn ↑ v = sup{s ∈ T : s < u}. По-
следовательность {sn}n≥1 может содержать только конечное число
различных точек. Если v ∈ T, то {(τ ∧ t) ≤ u} = {τ ≤ v} ∈ Fv ⊆ Ft.
Если v /∈ T, то {(τ ∧ t) ≤ u} = {τ < v} = ∪∞n=1{τ ≤ sn} ∈ Ft. J

3.6.7. Теорема. Если τ и σ являются FT -марковскими момен-
тами, то функции τ∧ σ и τ∨σ также являются FT -марковскими
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моментами.
I Функции τ∧σ, τ∨σ : Ω→ T ∪{∞} являются FT -марковскими

моментами, так как {(τ ∨ σ) ≤ t} = {τ ≤ t} ∩ {σ ≤ t} ∈ Ft и
{(τ ∧ σ) ≤ t} = {τ ≤ t} ∪ {σ ≤ t} ∈ Ft для любого t ∈ T. J

3.6.8. Определение. С каждым FT -марковским моментом τ

связаны две сигма-алгебры Fτ и Fτ−. Сигма-алгебра Fτ состоит из
множеств A ∈ σ(Ft, t ∈ T ) таких, что A ∩ {τ ≤ t} ∈ Ft для любого
t ∈ T. Она называется сигма-алгеброй событий, предшествующих
марковскому моменту τ. Сигма-алгебра Fτ− порождается множе-
ствами A ∩ {t < τ} с t ∈ T и A ∈ Ft, если t∗ /∈ T. Если t∗ ∈ T,
то Fτ− порождается множествами A ∈ Ft∗ и A ∩ {t < τ} с t ∈ T
и A ∈ Ft. Сигма-алгебра Fτ− называется сигма-алгеброй событий,
строго предшествующих марковскому моменту τ.

Убедимся, что класс Fτ является сигма-алгеброй. Oн содержит
множества Ω и ∅. Если A,An ∈ Fτ, n ∈ N, то множества Ac и ∪∞n=1An
принадлежат Fτ, так как Ac ∩ {τ ≤ t} = {τ ≤ t} \ (A ∩ {τ ≤ t}) ∈ Ft
и (∪∞n=1An) ∩ {τ ≤ t} = ∪∞n=1 (An ∩ {τ ≤ t}) ∈ Ft для любого t ∈ T.

3.6.9. Теорема. Пусть даны FT -марковские моменты τ и σ.
(i) Fτ− ⊆ Fτ.
(ii) Если τ ≤ σ, то Fτ ⊆ Fσ и Fτ− ⊆ Fσ−.
(iii) Fτ∧σ = Fτ ∩ Fσ.
(iv) Если τ < σ, то Fτ ⊆ Fσ−.
(v) {τ ≤ σ}, {τ = σ} ∈ Fτ∧σ, {τ < σ} ∈ Fτ ∩ Fσ−.
(vi) Если A ∈ Fτ, то A ∩ {τ ≤ σ}, A ∩ {τ = σ} ∈ Fσ.
(vii) Если A ∈ Fτ, то A ∩ {τ < σ} ∈ Fτ ∩ Fσ−.

I (i). Достаточно доказать, что все множества, порождающие
Fτ−, принадлежат Fτ. Предположим, например, что t∗ ∈ T. Если
A ∈ Ft∗ , то A ∈ Fτ, так как A ∩ {τ ≤ s} ∈ Fs для любого s ∈ T.
Если t ∈ T и A ∈ Ft, то A ∩ {t < τ} ∈ Fτ. Утверждение является
следствием соотношений (A ∩ {t < τ}) ∩ {τ ≤ s} = ∅, если s ≤ t, и
(A ∩ {t < τ}) ∩ {τ ≤ s} = (A ∩ {τ ≤ s}) \ (A ∩ {τ ≤ t}) ∈ Fs, если
t < s. Заметим, что попутно был рассмотрен случай t∗ /∈ T.

(ii). Если A ∈ Fτ, то A∩{σ ≤ t} = A∩{τ ≤ t}∩{σ ≤ t} ∈ Ft для
любого t ∈ T. Это означает, что A ∈ Fσ и, следовательно, Fτ ⊆ Fσ.

Чтобы доказать, что Fτ− ⊆ Fσ−, достаточно убедиться, что
все множества, порождающие Fτ−, принадлежат Fσ−. Если t ∈ T и
A ∈ Ft, то A ∩ {t < τ} = A \ (A ∩ {τ ≤ t}) ∈ Ft и, следовательно,
A ∩ {t < τ} = (A ∩ {t < τ}) ∩ {t < σ} ∈ Fσ−.



ГЛАВА 3. СВОЙСТВА СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ 155

(iii). В силу (ii) справедливо включение Fτ∧σ ⊆ Fτ∩Fσ.Поэтому
достаточно доказать, что Fτ ∩ Fσ ⊆ Fτ∧σ. Если A ∈ Fτ ∩ Fσ, то
A ∩ {(τ ∧ σ) ≤ t} = (A ∩ {τ ≤ t}) ∪ (A ∩ {σ ≤ t}) ∈ Ft для любого
t ∈ T и, следовательно, A ∈ Fτ∧σ.

(iv). Возьмем любое счетное, всюду плотное множество S′ ⊆ T.
Добавим к S′ те из точек t∗ и t∗, которые принадлежат T. Обозначим
S = S′ ∪ (Q ∩ T ). Пусть A ∈ Fτ и s ∈ S. Так как A ∩ {τ ≤ s} ∈ Fs,
то A ∩ {τ ≤ s} ∩ {s < σ} ∈ Fσ−. Заметим, что A = A ∩ {τ < σ}.
Множество A принадлежит сигма-алгебре Fσ−, так как является
объединением A = ∪s∈S(A ∩ {τ ≤ s}) ∩ {s < σ} счетного числа
множеств из Fσ−.

(v). По теореме 3.6.6 для любого t ∈ T функции τ ∧ t и
σ∧ t измеримы относительно сигма-алгебры Ft. Поэтому множество
{(τ ∧ t) ≤ (σ ∧ t)} принадлежит Ft. Множества {τ ≤ t} и {σ ≤ t}
принадлежат Ft и, следовательно,

{τ ≤ σ} ∩ {σ ≤ t} = {(τ ∧ t) ≤ (σ ∧ t)} ∩ {τ ≤ t} ∩ {σ ≤ t} ∈ Ft.

Тем самым доказано, что A∩{τ ≤ σ} ∈ Fσ. Аналогично из равенства
{τ ≤ σ} ∩ {τ ≤ t} = {(τ ∧ t) ≤ (σ ∧ t)} ∩ {τ ≤ t} следует, что
{τ ≤ σ} ∈ Fτ и, следовательно, {τ ≤ σ} ∈ Fτ ∩ Fσ = Fτ∧σ. В этих
рассуждениях функции τ и σ можно поменять ролями и доказать,
что {σ ≤ τ} ∈ Fτ∧σ. Множества {τ = σ} = {τ ≤ σ} ∩ {σ ≤ τ} и
{τ < σ} = {τ ≤ σ} \ {τ = σ} принадлежат σ-алгебре Fτ∧σ.

Осталось доказать, что {τ < σ} ∈ Fσ−. С этой целью возьмем
множество S ⊆ T, о котором шла речь выше в пункте (iv). Множе-
ство {τ < σ} = ∪s∈S{τ ≤ s}∩{s < σ}, будучи объединением не более
счетного числа множеств из Fσ−, принадлежит Fσ−.

(vi). По доказанному в (v) множество {τ ≤ σ} принадлежит
Fτ. Так как A ∈ Fτ, то (A ∩ {τ ≤ σ}) ∩ {τ ≤ t} ∈ Ft для любого
t ∈ T. Множество {σ ≤ t} также принадлежит Ft. Отсюда следует,
что (A∩ {τ ≤ σ})∩ {σ ≤ t} = (A∩ {τ ≤ σ} ∩ {τ ≤ t}))∩ {σ ≤ t} ∈ Ft
для любого t ∈ T. Это означает, что A ∩ {τ ≤ σ} ∈ Fσ. В силу (v)
множество {τ < σ} принадлежит Fσ. Поэтому A ∩ {τ = σ} ∈ Fσ и
A ∩ {τ < σ} = (A ∩ {τ ≤ σ}) ∩ {τ < σ} ∈ Fσ. Отсюда следует, что
A ∩ {τ = σ} = (A ∩ {τ ≤ σ}) \ (A ∩ {τ < σ}) ∈ Fσ.

(vii). A ∩ {τ < σ} ∈ Fτ в силу (v). Возьмем счетное множество
S ⊂ T из (iv). Так как A ∩ {τ ≤ s}) ∩ {s < σ} ∈ Fσ− для любого
s ∈ S, то A ∩ {τ < σ} = ∪s∈S(A ∩ {τ ≤ s}) ∩ {s < σ} ∈ Fσ−. J
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3.6.10. Теорема. Любой FT -марковский момент τ измерим
относительно σ-алгебры Fτ−.

I По теореме 1.5.4 достаточно доказать, что {u < τ} ∈ Fτ− для
любого u ∈ R. Возможны два случая t∗ ∈ T и t∗ /∈ T. Предположим,
например, что t∗ ∈ T. Если u < t∗, то {u < τ} = Ω ∈ Fτ−. Если
u = t∗, то {u < τ} = Ω \ {τ ≤ u} ∈ Ft∗ ⊆ Fτ−. Если t∗ < u ∈ T, то
{u < τ} = Ω ∩ {u < τ} ∈ Fτ−. Предположим теперь, что t∗ < u
и u /∈ T. Обозначим v = sup{s ∈ T : s < u}. Если v ∈ T, то
{u < τ} = {v < τ} = Ω ∩ {v < τ} ∈ Fτ−. Если v /∈ T, найдет-
ся возрастающая последовательность {sn}n≥1 чисел из T, которая
сходится к v. Последовательность {sn}n≥1 может содержать только
конечное число различных чисел. По доказанному выше для любо-
го n ∈ N множество {τ ≤ sn} принадлежит Fτ− и, следовательно,
{τ ≤ u} = {τ < v} = ∪∞n=1{τ ≤ sn} ∈ Fτ−. J

3.6.11. Теорема. Пусть даны марковский момент τ относи-
тельно фильтрации FT и Fτ-измеримая функция σ : Ω→ T ∪ {∞}.
(i) Если τ ≤ σ, то σ является FT -марковским моментом. (ii) Для
любого множества A ∈ Fτ функция τA = τ1A +∞1Ac является
FT -марковским моментом.

I (i). Заметим, что {σ ≤ t} ∈ Fτ и {τ ≤ t} ∈ Ft для любого
t ∈ T. Так как τ ≤ σ, то {σ ≤ t} = {σ ≤ t}∩ {τ ≤ t} ∈ Ft для любого
t ∈ T. Это означает, что σ является FT -марковским моментом.

(ii). Функция τA является FT -марковским моментом в силу (i),
так как она Fτ-измерима и удовлетворяет неравенству τ ≤ τA. J

3.6.12. Теорема. Для любого марковского момента τ относи-
тельно фильтрации FT с выпуклым множеством T существуют
FT -марковские моменты τn, n ∈ N, такие, что каждый из них при-
нимает конечное число значений и τn ↓ τ.

I Можно считать, что множество T содержит более одной точ-
ки. Пусть T 3 an ↓ t∗ при n ↑ ∞. Если t∗ ∈ T, то следует положить
an = t∗ для всех n ∈ N. Пусть T 3 bn ↑ t∗ при n ↑ ∞. Если t∗ ∈ T,
то следует положить bn = t∗ для всех n ∈ N. Разобьем сегмент
[an, bn] точками an = tn,0 < tn,1 < · · · < tn,mn = bn таким обра-
зом, чтобы {tn,k, k = 0, . . . ,mn} ⊂ {tn+1,k, k = 0, . . . ,mn+1} для всех
n ∈ N и lim

n→∞
max

1≤k≤mn
(tn,k − tn,k−1) = 0. Определим функцию ϑn(t) на

множестве t ∈ T ∪ [t∗,∞], положив ϑn(t) = an, если t ∈ T, t ≤ an,
ϑn(t) = tn,k, если t ∈ (tn,k−1, tn,k] для некоторого k = 1, . . . ,mn,
ϑn(t) = ∞, если t > bn. Заметим, что функция ϑn возрастает и
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ϑn(t) ≥ t для любого t ∈ T ∪ [t∗,∞]. Кроме того, ϑn+1(t) ≤ ϑn(t)
и lim
n→∞

ϑn(t) = t. По теореме 3.6.10 марковский момент τ измерим
относительно σ-алгебры Fτ. Суперпозиция τn = ϑn(τ) измерима от-
носительно Fτ и удовлетворяет неравенству τn = ϑn(τ) ≥ τ. По
теореме 3.6.11 функция τn является FT -марковским моментом. Она
принимает конечное число значений. Из свойств функций ϑn, n ∈ N,
следует, что τn+1 ≤ τn для всех n ∈ N и lim

n→∞
τn = τ. J

3.6.13. Теорема. Пусть даны марковские моменты τn, n ∈ N,
относительно фильтрации FT . Если последовательность {τn}n≥1

убывает и для любого ω ∈ Ω существует m = m(ω) ∈ N та-
кое, что τn(ω) = τm(ω) для всех n ∈ N, n ≥ m, то функция
τ = limn→∞ τn является FT -марковским моментом.

I Для любых t ∈ T и n ∈ N выполняется неравенство τ ≤ τn
и, следовательно, {τ ≤ t} ⊆ ∩∞n=1{τn ≤ t}. По условию для любого
ω ∈ ∩∞n=1{τn ≤ t} найдетсяm = m(ω) ∈ N такое, что τn(ω) = τm(ω)
для всех n ∈ N, n ≥ m, и, следовательно, τ(ω) = τm(ω) ≤ t. Отсюда
следует, что {τ ≤ t} = ∩∞n=1{τn ≤ t} ∈ Ft. J

3.6.14. Теорема. Пусть даны марковские моменты τn, n ∈ N,
относительно фильтрации FT . Если supn≥1 tn ∈ T ∪{∞} для любых
tn ∈ T, n ∈ N, то функция τ = supn≥1 τn является FT -марковским
моментом и ∪∞n=1Fτn ⊆ Fτ.

I Функция τ является марковским моментом относительно
фильтрации FT , так как {τ ≤ t} = ∩∞n=1{τn ≤ t} ∈ Ft для любо-
го t ∈ T. Так как τn ≤ τ для любого n ∈ N, то ∪∞n=1Fτn ⊆ Fτ по
теореме 3.6.9. J

3.6.15. Теорема. Пусть даны марковские моменты τn, n ∈ N,
относительно фильтрации FT . Если T = N или, если T = [a, b] или
T = [a,∞) и фильтрация FT непрерывна справа, то функции

lim sup
n→∞

τn, lim inf
n→∞

τn, sup
n≥1

τn, inf
n≥1

τn (3.6.1)

являются FT -марковскими моментами и Finfn≥1 τn = ∩∞n=1Fτn .

I (i). Предположим, что T = N. По теореме 3.6.14 функция
supn≥1 τn является марковским моментом. Функция τ = infn≥1 τn
также является марковским моментом относительно фильтрации
FT , так как {τ ≤ t} = ∪∞n=1{τn ≤ t} ∈ Ft для любого t ∈ N. Отсюда
следует, что другие две функции lim supn→∞ τn= infk≥1 supn≥k τn и
lim infn→∞ τn=supk≥1 infn≥k τn являются марковскими моментами.
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Обозначим τ = infn≥1 τn. Возьмем любое A ∈ ∩∞n=1Fτn . Так как
A ∩ {τ ≤ t} = ∪∞n=1A ∩ {τn ≤ t} и A ∩ {τn ≤ t} ∈ Ft для любых
n, t ∈ N, то A ∩ {τ ≤ t} ∈ Ft, и, следовательно, ∩∞n=1Fτn ⊆ Fτ.
Так как Fτ ⊆ ∩∞n=1Fτn по теореме 3.6.9, то выполняется требуемое
равенство ∩∞n=1Fτn = Fτ.

(ii). Предположим теперь, что T = [a, b] или T = [a,∞) для
некоторых a, b ∈ R и фильтрация FT непрерывна справа. По теоре-
ме 3.6.14 функция supn≥1 τn является марковским моментом. Функ-
ция τ = infn≥1 τn является марковским моментом по теореме 3.6.4,
так как {τ < t} = ∪∞n=1{τn < t} ∈ Ft для любого t ∈ T и
{infn≥1 τn =∞} = ∩∞n=1{τn =∞} ∈ Ft∗ , если t∗ ∈ T. Отсюда следу-
ет, что все функции (3.6.1) являются FT -марковскими моментами.
Снова можно убедиться, что Fτ ⊆ ∩∞n=1Fτn . Пусть A ∈ ∩∞n=1Fτn . Так
как A∩{τn ≤ t} ∈ Ft для любых n ∈ N и t ∈ T, а также {τn < t} ∈ Ft
по теореме 3.6.2, то A ∩ {τn < t} = A ∩ {τn ≤ t} ∩ {τn < t} ∈ Ft.
Отсюда и из равенства A ∩ {τ < t} = ∪∞n=1A ∩ {τn < t} следует, что
A∩{τ < t} ∈ Ft. Пусть t ∈ T, t < t∗ = sup{t : t ∈ T}. Найдется m ∈ N
такое, что t+1/m < t∗. Так как фильтрация FT непрерывна справа,
то A∩ {τ ≤ t} = ∩∞n=mA∩ {τ < t+ 1/n} ∈ Ft. Если T = [a, b] и t = b,
то A∩ {τ ≤ t} ∈ Ft, так как {τ ≤ t} ∈ Ft и A ∈ Ft = σ(Fs, s ∈ [a, b]}.
Тем самым доказано, что A ∈ Fτ. Это означает, что ∩∞n=1Fτn ⊆ Fτ
и, следовательно, ∩∞n=1Fτn = Fτ. J

3.6.16. Задача. Пусть даны марковские моменты τ и σ относи-
тельно фильтрации F = {Ft : Ft ⊆ F , t ≥ 0}. Доказать, что функция
τ+ σ является FT -марковским моментом.

3.7. Предсказуемые марковские моменты

Среди всех марковских моментов выделяют специальный
класс марковских моментов, называемых предсказуемыми. Без них
невозможно изучить целый ряд глубоких свойств случайных процес-
сов. Предполагается, что даны вероятностное пространство (Ω,F ,P)
и фильтрация F = {Ft : Ft ⊆ F , t ≥ 0}. В качестве параметрического
множества выступает положительная полупрямая.

3.7.1. Определение. Функция τ : Ω → R+ называется пред-
сказуемым F-марковским моментом или предсказуемым марковским
моментом относительно фильтрации F, если существует возрастаю-
щая последовательность {τn}n≥1 марковских моментов относитель-
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но F, которая сходится к τ, и для любого n ∈ N выполняется нера-
венство τn < τ на множестве {0 < τ}. Последовательность {τn}n≥1

называется предвещающей для τ.
Если ясно, о какой фильтрации идет речь, то упоминание о

фильтрации будет иногда опускаться.
3.7.2. Пример. (i) Функция τA = α1A+∞1Ac для любых α ≥ 0

и A ∈ Fα является предсказуемым F-марковским моментом.
(ii) Сумма τ + σ любого F-марковского момента τ и любого пред-
сказуемого F-марковского момента σ > 0 является предсказуемым
марковским моментом относительно F.

(i). По теореме 3.6.11 функция τA является марковским момен-
том. Предположим, что α > 0. Возьмем возрастающую последова-
тельность {αn}n≥1 чисел 0 ≤ αn < α, сходящуюся к α. Обозна-
чим τn = αn1A +∞1Ac . Последовательность {τn ∧ n}n≥1 марков-
ских моментов предвещает τA. Если α = 0, то последовательность
{τA ∧ n}n≥1 марковских моментов предвещает τA.

(ii). Возьмем любую предвещающую последовательность
{σn}n≥1 для σ. Сумма τ + σm является F-марковским моментов по
задаче 3.6.16. Последовательность {τ+ σn}n≥1 предвещает τ+ σ.

3.7.3. Пример. Пусть дан F-согласованный, непрерывный, ве-
щественный случайный процесс X = {Xt, t ≥ 0}. Тогда для любого
c ∈ R функция τ = inf{t ≥ 0: Xt ≥ c} является предсказуемым
F-марковским моментом.

Функция τ является F-марковским моментом, так как

{τ ≤ t} = {Xt = c} ∪ (∩∞n=1 ∪s∈Q∩[0,t) {Xs > c− 1/n}) ∈ Ft

для любого t ∈ R+. Убедимся, что выполняется равенство

Xτ(ω)(ω) = c, если 0 < τ(ω) <∞. (3.7.1)

С этой целью заметим, что выполняются неравенства Xs(ω) < c
для любого 0 ≤ s < τ(ω) и Xsm(ω) ≥ c для некоторой последова-
тельности {sm}m≥1 чисел τ(ω) ≤ sn → τ(ω) при m → ∞. Так как
траектория Xt(ω), t ≥ 0, непрерывна, то Xτ(ω)(ω) = c.

По аналогии с τ для каждого n ∈ N можно построить функцию
τn = inf{t ≥ 0: Xt ≥ c− 1/n}. Заметим, что τn ≤ τn+1 ≤ τ для всех
n ∈ N. Докажем неравенство τn < τ на множестве {0 < τ < ∞}.
Если 0 < τn(ω) = τ(ω) < ∞ для некоторых n ∈ N и ω ∈ Ω, то
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c = Xτ(ω)(ω) = Xτn(ω)(ω) = c− 1/n. Равенство c = c− 1/n лишено
смысла, и, следовательно, τn(ω) < τ(ω).

Докажем, что limn→∞ τn = τ. Если τ(ω) = 0 для некоторого
ω ∈ Ω, то τn(ω) = 0 для всех n ∈ N. Если limn→∞ τn(ω) = s <∞ и
τ(ω) =∞ для некоторого ω ∈ Ω, то

c > Xs(ω) = lim
n→∞

Xτn(ω)(ω) = lim
n→∞

(c− 1/n) = c.

Неравенство c > c лишено смысла и, следовательно, limn→∞ τn = τ.
Если 0 < τ(ω) <∞ и s = limn→∞ τn(ω) < τ(ω), то

c > Xs(ω) = lim
n→∞

Xτn(ω)(ω) = lim
n→∞

(c− 1/n) = c = Xτ(ω)(ω).

Неравенство c > c лишено смысла. Поэтому имеет место сходимость
s = limn→∞ τn(ω) = τ(ω). Последовательность F-марковских мо-
ментов σn = τn ∧ n, n ∈ N, является предвещающей для τ.

3.7.4. Теорема. Любой предсказуемый FT -марковский момент
τ является FT -марковским моментом, и Fτ− = σ(∪∞n=1Fτn) для лю-
бой предвещающей последовательности {τn}n≥1 для τ.

I Функция τ является марковским моментом относительно
фильтрации FT , так как {τ ≤ t} = ∩∞n=1{τn ≤ t} ∈ Ft для лю-
бого t ∈ R+. Чтобы доказать второе утверждение, достаточно убе-
диться, что Fτ− ⊆ σ(∪∞n=1Fτn) и σ(∪∞n=1Fτn) ⊆ Fτ−. Докажем сна-
чала первое включение Fτ− ⊆ σ(∪∞n=1Fτn). Для этого достаточ-
но доказать, что все множества, которые порождают Fτ−, принад-
лежат σ(∪∞n=1Fτn). Так как F0 ⊆ Fτn− для любого n ∈ N, то
F0 ⊆ σ(∪∞n=1Fτn). Пусть A ∈ Ft для некоторого t > 0. Докажем,
что A ∩ {t < τ} ∈ σ(∪∞n=1Fτn). В силу равенства

A ∩ {t < τ} = ∪∞m=1 ∩∞n=m (A ∩ {t ≤ τn < τ}) (3.7.2)

достаточно доказать, что A ∩ {t ≤ τn < τ} ∈ σ(∪∞n=1Fτn) для всех
n ∈ N. Заметим, что A ∩ {t ≤ τn < τ} = (A ∩ {t ≤ τn}) ∩ {τn < τ} и
{τn < τ} ∈ Fτn по теореме 3.6.9. Убедимся, что A ∩ {t ≤ τn} ∈ Fτn .
Для этого достаточно убедиться, что (A ∩ {t ≤ τn}) ∩ {τn ≤ s} ∈ Fs
для любого s ∈ R+. Если s < t, то (A∩{t ≤ τn})∩{τn ≤ s} = ∅ ∈ Fs.
Если t ≤ s, то A ∈ Fs и {t ≤ τn ≤ s} ∈ Fs и A ∩ {t ≤ τn ≤ s} ∈ Fs.

Докажем, что σ(∪∞n=1Fτn) ⊆ Fτ−. Для этого достаточно дока-
зать, что Fτn ⊆ Fτ− для любого n ∈ N. Фиксируем n ∈ N и возьмем
любое множество A ∈ Fτn . Представим A в следующем виде

A = (A ∩ {0 < τ}) ∪ (A ∩ {τ = 0}). (3.7.3)
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Заметим, что {τ = 0} ∈ F0, τn ≤ τ и A ∩ {τn = 0} ∈ F0, и, следова-
тельно, A ∩ {τ = 0} = (A ∩ {τn = 0}) ∩ {τ = 0} ∈ F0 ⊆ Fτ−. В силу
(3.7.3) множество A принадлежит Fτ−, если A ∩ {0 < τ} ∈ Fτ−. В
силу равенства

A ∩ {0 < τ} = ∪∞r=n ∩∞m=r (A ∩ {0 ≤ τm < τ})

достаточно доказать, что A∩{0 ≤ τm < τ} ∈ Fτ− для любогоm ∈ N,
m ≥ n. С этой целью заметим, что

A ∩ {0 ≤ τm < τ} = ∪s∈(Q∩T )∪{0}(A ∩ {0 ≤ τm ≤ s}) ∩ {s < τ}

и A∩{0 ≤ τm ≤ s} ∈ Fs. Множество A∩{0 ≤ τm < τ} принадлежит
Fτ−, так как является объединением счетного числа множеств из
Fτ−. Тем самым доказано, что A ∈ Fτ− и Fτn ⊆ Fτ−. J

3.7.5. Теорема. Если функции τ,σ : Ω → R+ являются пред-
сказуемыми FT -марковскими моментами, то : (i) функции τ ∧ σ и
τ ∨ σ являются предсказуемыми FT -марковскими моментами;
(ii) {τ ≤ σ}, {τ < σ}, {σ ≤ τ}, {σ < τ}, {τ = σ} ∈ Fτ− ∩ Fσ−;
(iii) A ∩ {τ ≤ σ}, A ∩ {τ < σ}, A ∩ {τ = σ} ∈ Fτ− ∩ Fσ− для любого
множества A ∈ Fτ−.

I Пусть последовательности {τn}n≥1 и {σn}n≥1 предвещают
соответственно τ и σ. (i). По теореме 3.6.7 функции τn∧σn и τn∨σn
являются FT -марковскими моментами. Нетрудно видеть, что после-
довательности {τn ∧ σn}≥1 и {τn ∨ σn}≥1 предвещают τ ∧ σ и τ ∨ σ.

(ii). Докажем равенство {τ ≤ σ} = ∩∞n=1∪∞m=1 {τn ≤ σm}. Пусть
ω ∈ {τ ≤ σ}. Если τ(ω) < σ(ω), то найдется m = m(ω) ∈ N
такое, что τ(ω) < σm(ω), так как limn→∞ σm(ω) = σ(ω). Так как
τn ≤ τ для всех n ∈ N, то выполняется неравенство τn(ω) < σm(ω)
для всех n ∈ N. Если 0 < τ(ω) = σ(ω), то τn(ω) < τ(ω) = σ(ω)
для всех n ∈ N. По условию теоремы для любого n ∈ N найдется
m = mn(ω) ∈ N такое, что τn(ω) < σm(ω) < σ(ω) = τ(ω). Если
0 = τ(ω) = σ(ω), то 0 = τn(ω) = σn(ω) для всех n ∈ N. Тем самым
доказано, что ω ∈ ∩∞n=1 ∪∞m=1 {τn ≤ σm}. Предположим теперь, что
точка ω принадлежит множеству ∩∞n=1∪∞m=1{τn ≤ σm}. Для любого
n ∈ N найдется m = mn(ω) ∈ N такое, что τn(ω) ≤ σmn(ω) ≤ σ(ω).
Отсюда следует, что τ(ω) ≤ σ(ω), то есть ω ∈ {τ ≤ σ}. Тем самым
требуемое равенство {τ ≤ σ} = ∩∞n=1 ∪∞m=1 {τn ≤ σm} доказано.

Заметим, что {τn ≤ σm} ∈ Fτn ∩ Fσm ⊆ Fτ− ∩ Fσ−. Эти
соотношения выполняются в силу теорем 3.6.9 и 3.7.4. Поэтому
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{τ ≤ σ} = ∩∞n=1 ∪∞m=1 {τn ≤ σm} ∈ Fτ− ∩ Fσ−. В этих рассуждениях
τ и σ можно поменять ролями и доказать, что {σ ≤ τ} ∈ Fτ− ∩Fσ−.
Отсюда следует, что множество {τ = σ} = {τ ≤ σ} ∩ {σ ≤ τ}, а
также множества {τ < σ} и {σ < τ} принадлежат Fτ− ∩ Fσ−.

(iii). По доказанному в (ii) для любого A ∈ Fτ− пересече-
ния A ∩ {τ ≤ σ}, A ∩ {τ < σ}, A ∩ {τ = σ} принадлежат сигма-
алгебре Fτ−. Поэтому достаточно доказать, что все эти множества
принадлежат сигма-алгебре Fσ−. Выше было доказано равенство
{τ ≤ σ} = ∩∞n=1 ∪∞m=1 {τn ≤ σm}. Поэтому

A ∩ {τ ≤ σ} = ∩∞n=1 ∪∞m=1 (A ∩ {τn ≤ σm})

для любого A ⊆ Ω. Если A ∈ ∪∞r=1Fτr , то A ∈ Fτr для некоторого
r ∈ N. По теореме 3.6.9 мы имеем, что A ∩ {τr ≤ σm} ∈ Fσm для
любого m ∈ N, и, следовательно, A ∩ {τ ≤ σ} ∈ σ(∪∞m=1Fσm) = Fσ−
по теореме 3.7.4. Обозначим класс L множествA ∈ Fτ−, для которых
A∩{τ ≤ σ} ∈ Fσ−. Нетрудно проверить, что L является σ-алгеброй.
Так как ∪∞r=1Fτr ⊆ L, то Fτ− = σ(∪∞r=1Fτr) ⊆ L ⊆ Fτ−. Тем самым
доказано, что A ∩ {τ ≤ σ} ∈ Fσ− для любого A ∈ Fτ−. Далее, по
теореме 3.6.9 множество A ∩ {τ < σ} принадлежит Fσ−. Отсюда
следует, что A ∩ {τ = σ} = (A ∩ {τ ≤ σ}) \ (A ∩ {τ < σ}) ∈ Fσ−. J

3.7.6. Теорема. Пусть даны предсказуемые F-марковские мо-
менты τn, n ∈ N. (i) Если последовательность {τn}n≥1 возраста-
ет, то функция τ = limn→∞ τn является F-предсказуемым мар-
ковским моментом. (ii) Если последовательность {τn}n≥1 убыва-
ет и для любого ω ∈ Ω существует m = m(ω) ∈ N такое, что
τn(ω) = τm(ω) для всех n ∈ N, n ≥ m, то функция τ = limn→∞ τn
является предсказуемым F-марковским моментом.

I (i). Обозначим {τn,m}m≥1 предвещающую последователь-
ность для τn и σm = max{τ1,m, . . . , τm,m}. В силу теорем 3.6.7 и
3.6.14 функции σm и τ = limn→∞ τn являются F-марковскими мо-
ментами. Докажем, что последовательность {σm}m≥1 предвещает τ.

Из неравенств σm ≤ max{τ1,m+1, . . . , τm,m+1} ≤ σm+1 следует,
что последовательность {σm}m≥1 возрастает. Докажем, что последо-
вательность {σm}m≥1 сходится к τ. Так как τ1,m ≤ τ1, . . . , τm,m ≤ τm
и τ1 ≤ · · · ≤ τm, то σm ≤ τm ≤ τ и, следовательно, limm→∞ σm ≤ τ.
Возьмем произвольное элементарное событие ω ∈ Ω. Если τ(ω) = 0,
то τn(ω) = 0 для всех n ∈ N и, следовательно, σm(ω) = 0 для
всех m ∈ N. Предположим, что 0 < τ(ω) < ∞. Для любого
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ε > 0 найдется n0 = n0(ω) ∈ N такое, что τn0(ω) > τ(ω) − ε/2,
так как limn→∞ τn(ω) = τ(ω). Так как имеет место сходимость
limm→∞ τn0,m(ω) = τn0(ω), то найдется индекс m0 = m0(ω, n0) ∈ N,
m0 ≥ n0, такой, что τn0,m0(ω) > τn0(ω) − ε/2. Отсюда следует, что
σm0(ω) ≥ τn0,m0(ω) > τn0(ω) − ε/2 > τ(ω) − ε и, следователь-
но, τ(ω) ≥ limm→∞ σm(ω) > τ(ω) − ε. Число ε можно выбрать
произвольно малым. Поэтому limm→∞ σm(ω) = τ(ω). Предполо-
жим, что τ(ω) = ∞. Так как limn→∞ τn(ω) = τ(ω), то для лю-
бого c > 0 найдется n0 = n0(ω) ∈ N такое, что τn0(ω) > c. Так
как limm→∞ τn0,m(ω) = τn0(ω), то найдется m0 = m0(ω, n0) ∈ N,
m0 ≥ n0, такое, что τn0,m0(ω) > c. Отсюда следует, что σm0(ω) > c
и limm→∞ σm(ω) > c. Число c можно взять произвольно большим.
Поэтому limm→∞ σm(ω) =∞ = τ(ω).

Докажем, что на множестве {0 < τ} выполняется неравенство
σm < τ для любого m ∈ N. Фиксируем m ∈ N и ω ∈ {0 < τ}. Так
как limn→∞ τn(ω) = τ(ω), то найдется n0 ∈ N, n0 ≥ m, такое, что
0 < τn0(ω). Напомним, что σn0(ω) = max{τ1,n0(ω), . . . , τn0,n0(ω)}
и τ1,n0(ω) ≤ τ1(ω), . . . , τn0,n0(ω) ≤ τn0(ω). Если 0 < τk(ω) для
некоторого k = 1, . . . , n0, то должно выполняться строгое нера-
венство τk,n0(τ) < τk(ω) ≤ τ(ω) по определению предвещающей
последовательности {τk,m}m≥1 для τk. Тем самым доказано, что
σm(ω) ≤ σn0(ω) = max{τ1,n0(ω), . . . , τn0,n0(ω)} < τ(ω) и после-
довательность {σm}m≥1 предвещает τ.

(ii). Обозначим σm = min{τ1,m, . . . , τm,m}. В силу теорем 3.6.7
и 3.6.13 функции σm и τ являются F-марковскими моментами. До-
кажем, что последовательность {σm}m≥1 предвещает τ.

Из неравенств σm ≤ min{τ1,m+1, . . . , τm,m+1} ≤ σm+1 следует,
что последовательность {σm}m≥1 возрастает. Докажем, что после-
довательность {σm}m≥1 сходится к τ. Для любого m ∈ N справед-
ливы неравенства σm = min{τ1,m, . . . , τm,m} ≤ τm,m ≤ τm. Отсюда
следует, что limm→∞ σm ≤ limm→∞ τm = τ. Достаточно доказать,
что limm→∞ σm ≥ τ. Возьмем произвольное элементарное событие
ω ∈ Ω. Если τ(ω) = ∞, то τn(ω) = ∞ для всех n ∈ N. Для любого
n ∈ N мы имеем, что limm→∞ τn,m(ω) = τn(ω) = ∞. Поэтому для
любого числа c > 0 найдется mn = mn(ω) ∈ N,mn ≥ n, такое, что
τn,mn(ω) > c. Обозначим kn = max{m1, . . . ,mn}. Заметим, что

c < τ1,m1(ω) ≤ τ1,kn(ω), . . . , c < τn,mn(ω) ≤ τn,kn(ω)

и σkn(ω) = min{τ1,kn(ω), . . . , τkn,kn(ω)} > c. Так как последова-
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тельность {σm}m≥1 возрастает, то c < σkn(ω) ≤ limm→∞ σm(ω), и,
следовательно, limm→∞ σm(ω) =∞ = τ(ω), так как число c можно
взять произвольно большим.

Предположим теперь, что τ(ω) < ∞. По условию найдется
n0 = n0(ω) ∈ N такое, что τn(ω) = τn0(ω) для всех n ∈ N, n ≥ n0.
Так как limm→∞ τn,m(ω) = τn(ω) = τ(ω), то для любого ε > 0 най-
дется mn = mn(ω, ε) ∈ N,mn ≥ n, такое, что τn,mn(ω) > τ(ω) − ε.
Обозначим kn = max{m1, . . . ,mn}. Заметим, что

τ(ω)− ε < τ1,m1(ω) ≤ τ1,kn(ω), . . . , τ(ω)− ε < τn,mn(ω) ≤ τn,kn(ω)

и σkn(ω) = min{τ1,kn(ω), . . . , τkn,kn(ω)} > τ(ω)−ε. Отсюда следует,
что τ(ω) − ε < σkn(ω) ≤ limm→∞ σm(ω) и limm→∞ σm(ω) ≥ τ(ω),
так как число ε > 0 можно взять произвольно малым.

Докажем, что на множестве {0 < τ} выполняется неравенство
σm < τ для всехm ∈ N. Пустьω ∈ {0 < τ} иm ∈ N. По предположе-
нию существует n0 = n0(ω) ∈ N, n0 ≥ m, такое, что τn(ω) = τn0(ω)
для всех n ∈ N, n ≥ n0, и, следовательно, τn(ω) = τ(ω) для всех
n ≥ n0. Так как limm→∞ τn0,m(ω) = τn0(ω) = τ(ω), то найдется
m0 = m0(ω, n0) ≥ n0 такое, что 0 < τn0,m0(ω). Из определения
функции σm0(ω) и неравенства τn0,m < τn0 для всех m ∈ N следует,
что σm(ω) ≤ σm0(ω) ≤ τn0,m0(ω) < τn0(ω) = τ(ω). J

3.7.7. Теорема. Пусть дан предсказуемый F-марковский мо-
мент τ. Тогда для любого A ∈ Fτ− функция τA = τ1A +∞1Ac явля-
ется предсказуемым F-марковским моментом.

I Обозначим L класс множеств A ∈ Fτ− для которых функ-
ции τA и τAc являются предсказуемыми F-марковскими моментами.
Возьмем какую-нибудь предвещающую последовательность {τk}k≥1

для τ. По теореме 3.7.4 сигма-алгебра Fτ− порождается алгеброй
A = ∪∞k=1Fτk . Докажем, что A ⊆ L. Пусть A ∈ A. Найдется m ∈ N
такое, что A ∈ Fτk для всех k ≥ m. По теоремам 3.6.7, 3.6.9 и 3.6.11
функция σn = (τm+n1A + ∞1Ac) ∧ n является F-марковским мо-
ментом. Заметим, что для любого n ∈ N выполняется неравенство
σn < τA на множестве {τA > 0}. Возрастающая последовательность
{σn}n≥1 сходится к τA. В этих рассуждениях множество A и его до-
полнение Ac можно поменять ролями и доказать, что функция τAc
является предсказуемым F-марковским моментом.

Докажем, что L является λ-классом. Заметим, что Ω ∈ A ⊆ L.
Докажем, что A \ B ∈ L, если A,B ∈ L и B ⊂ A. Заметим, что
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τA\B = τ1A1Bc +∞1Ac∪B. Возьмем какие-нибудь предвещающие по-
следовательности {τn}n≥1 и {σn}n≥1 для τA и τBc . По теореме 3.6.7
функции τn∨σn, n ∈ N, являются F-марковскими моментами. После-
довательность {τn ∨ σn}n≥1 предвещает τA ∨ τBc = τA\B. Докажем,
что A ∈ L, если A = ∪∞n=1An, An ↑ и An ∈ L для всех n ∈ N. Возрас-
тающая последовательность {τAn}n≥1 предсказуемых F-марковских
моментов сходится к τA. По теореме 3.7.5 функция τA является
предсказуемым F-марковским моментом. Выше было доказано, что
A ⊆ L. По теореме 1.2.7 справедливо включение Fτ− = σ(A) ⊆ L и,
следовательно, L = Fτ−. J

Некоторые требования в определении 3.7.1 разумно ослабить,
потребовав, чтобы они выполнялись почти всюду.

3.7.8. Определение. Функция τ : Ω→ R+ называется P-пред-
сказуемым F-марковским моментом или P-предсказуемым марков-
ским моментом относительно фильтрации F, если существует воз-
растающая п.в. последовательность {τn}n≥1 марковских моментов
относительно F, которая сходится п.в. к τ, и для любого n ∈ N
выполняется неравенство τn < τ п.в. на множестве {0 < τ}. После-
довательность {τn}n≥1 называется P-предвещающей для τ.

3.7.9. Теорема. Предположим, что вероятностное про-
странство является полным и фильтрация непрерывна справа и
расширена. Тогда любой P-предсказуемый F-марковский момент яв-
ляется предсказуемым F-марковским моментом.

I Пусть даны P-предсказуемый F-марковский момент τ и неко-
торая P-предвещающая последовательность {τn}n≥1 для τ. По тео-
реме 3.6.14 функция σ = supn≥1 τn является F-марковским момен-
том. По теореме 3.6.5, в силу равенства τ = σ п.в., функция τ яв-
ляется F-марковским моментом. Имеется событие A ∈ F единичной
вероятности, на котором последовательность {τn}n≥1 возрастает и
сходится к τ, и выполняется неравенство τn < τ для всех n ∈ N.
Так как фильтрация F расширена, то A ∈ F0. Нетрудно проверить,
что функция σn = τn1A + (0∨ (τ− 1/n))1Ac является F-марковским
моментом, и последовательность {σn}n≥1 предвещает τ. J

3.8. Проекции и сечения множеств

Понятия проекции и сечения множеств, изучаемые ниже, вы-
ступают в качестве мощного средства исследования большого чис-
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ла свойств случайных процессов. Предполагается, что даны полное
вероятностное пространство (Ω,F ,P) и расширенная, непрерывная
справа фильтрация F = {Ft : Ft ⊆ F , t ≥ 0}. Перечисленные условия
на вероятностное пространство и фильтрацию называются обычны-
ми условиями. Напомним, что B(R+) обозначает σ-алгебру боре-
левских подмножеств положительной полупрямой R+. Аналогично
Bt = [0, t] ∩ B(R+) обозначает σ-алгебру борелевских подмножеств
сегмента [0, t], t > 0. Символы B(R+)⊗F и Bt ⊗Ft обозначают пря-
мые произведения указанных σ-алгебр.

3.8.1. Определение. Обозначим π : R+×Ω→ Ω отображение,
переводящее точку (t,ω) в точку π(t,ω) = ω. Образ π(A) множе-
ства A ⊆ R+ × Ω называется проекцией A на множество Ω.

Из этого определения следует, что π(A) состоит из точекω ∈ Ω,
для которых существует по крайней мере одно t ∈ R+ такое, что
(t,ω) ∈ A. Нетрудно проверить, что

π(∪∞n=1An) = ∪∞n=1π(An),π(∩∞n=1An) ⊆ ∩∞n=1π(An) (3.8.1)

для любых множеств An ⊆ R+ × Ω, n ∈ N = {1, 2, . . . }.
Обозначим K класс всех конечных объединений множеств вида

[α,β] × F с 0 ≤ α < β < ∞ и F ∈ F , а также класс Kδ всех счет-
ных пересечений множеств из класса K. Заметим, что ∩∞n=1Bn ∈ Kδ
для любых Bn ∈ Kδ, n ∈ N. Класс Kδ содержит объединение любо-
го конечного числа множеств из Kδ. Это утверждение достаточно
доказать для двух множеств. Пусть B = ∩∞n=1Bn и B′ = ∩∞n=1B

′
n

принадлежат классу Kδ с Bn, B′n ∈ K для всех n ∈ N. Обозначим
Dn = ∩nk=1Bk и D′n = ∩nk=1B

′
k. Заметим, что Dn+1 ⊆ Dn, D

′
n+1 ⊆ D′n

для всех n ∈ N, B = ∩∞n=1Dn, B
′ = ∩∞n=1D

′
n. Нетрудно убедиться, что

B ∪ B′ = ∩∞k=1 ∩∞n=1 (Dn ∪ D′k) и Dn ∪ D′k ∈ K для всех n, k ∈ N,
и, следовательно, B ∪ B′ ∈ Kδ. Обозначим Kt = ([0, t] × Ω) ∩ K и
Kδ,t = ([0, t]×Ω)∩Kδ для любого t > 0. Класс Kt содержит все конеч-
ные объединения множеств из Kt. Класс Kδ,t содержит все счетные
пересечения и конечные объединения множеств из Kδ,t.

3.8.2. Теорема. Если B = ∩∞n=1Bn, Bn ∈ Kδ,t и Bn+1 ⊆ Bn для
всех n ∈ N, то π(B) ∈ F и выполняется равенство

π(∩∞n=1Bn) = ∩∞n=1π(Bn). (3.8.2)

I Докажем сначала равенство (3.8.2). В силу второго соотно-
шения в (3.8.1) достаточно доказать, что ∩∞n=1π(Bn) ⊆ π(∩∞n=1Bn).
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Если ω ∈ ∩∞n=1π(Bn), то найдется tn ∈ [0, t] такое, что (tn,ω) ∈ Bn и
tn ∈ B(ω)

n для всех n ∈ N, где B(ω)
n обозначает ω-сечение множества

Bn. Для каждого Bn ∈ Kt существуют множества Bn,m ∈ Kt,m ∈ N,
такие, что Bn = ∩∞m=1Bn,m. По теореме 1.7.2 для ω-сечений спра-
ведливо равенство B(ω)

n = ∩∞m=1B
(ω)
n,m. Каждое ω-сечение B(ω)

n,m явля-
ется замкнутым множеством и, следовательно, B(ω)

n также является
замкнутым множеством. Ограниченная последовательность {tn}n≥1

имеет сходящуюся подпоследовательность. Можно предположить,
что сама последовательность {tn}n≥1 сходится к некоторому числу
s ∈ [0, t]. Для любого r ∈ N последовательность {tn}n≥r содержится
в замкнутом множестве B(ω)

r и, следовательно, s ∈ B
(ω)
r . Отсюда

следует, что s ∈ ∩∞n=1B
(ω)
n = (∩∞n=1Bn)(ω) = B(ω) и, следовательно,

(s,ω) ∈ B,ω ∈ π(B) и ∩∞n=1π(Bn) ⊆ π(B) = π(∩∞n=1Bn).
Докажем, что π(B) ∈ F . В силу (3.8.2) достаточно доказать,

что π(B) ∈ F для любого B ∈ Kδ,t. Для любого B ∈ Kδ,t существуют
множества B′n ∈ Kt, n ∈ N, такие, что B = ∩∞n=1B

′
n. Можно считать,

что B′n+1 ⊆ B′n для всех n ∈ N. В противном случае вместо B′n
можно взять B′′n = ∩nk=1B

′
k. Заметим, что множества B′′n, n ∈ N,

принадлежат Kt, B′′n+1 ⊆ B′′n для всех n ∈ N и B = ∩∞n=1B
′′
n. Далее

предполагается, что B′n+1 ⊆ B′n для всех n ∈ N. В силу равенства
(3.8.2) достаточно доказать, что π(B′n) ∈ Ft для всех n ∈ N. Это
справедливо для любого B′n = ∪mnk=1([αk,n,βk,n]× Fk,n) ∈ Kt, так как
выполняется равенство π(B′n) = ∪mnk=1Fk,n ∈ F . J

ОбозначимAt класс всех конечных объединений множеств вида
{t}×G и [α,β)×F с 0 ≤ α < β ≤ t и G,F ∈ F . Нетрудно проверить,
что класс At является алгеброй, и At порождает σ-алгебру Bt ⊗ F .
Заметим, что {t}×G ∈ Kδ,t для любого G ∈ F , [α,γ]×F ⊆ [α,β)×F
для любых 0 ≤ α < γ < β ≤ t и F ∈ F , а также выполняются равен-
ства π({t}×G) = G и π([α,β)×F ) = F = π([α,γ]×F ). Подчеркнем,
что любое A ∈ At содержит B ∈ Kδ,t такое, что π(A) = π(B) ∈ F .
Следующее утверждение называется теоремой о проекции.

3.8.3. Теорема. Если A ∈ B(R+) ⊗ F , тогда π(A) ∈ F и для
любого ε > 0 существует множество B ∈ Kδ такое, что B ⊆ A и

P{π(A)} < P{π(B)}+ ε. (3.8.3)

I Докажем теорему сначала для всех множеств A ∈ Bt ⊗ F и для
любого t > 0. ОбозначимMt класс множеств A ∈ Bt⊗F таких, что
π(A) ∈ F и для любого ε > 0 существует множество B = Bε ∈ Kδ,t
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со свойствами B ⊆ A и P{π(A)} < P{π(B)} + ε. По доказанному
выше At ⊆Mt. Ниже будет доказано, чтоMt является монотонным
классом. По теореме 1.2.7 будет выполняться равенствоMt = Bt⊗F .

Докажем, что Mt является монотонным классом. Пусть A
является объединением A = ∪∞n=1An множеств An ∈ Mt таких,
что An ⊆ An+1 для всех n ∈ N. Так как π(An) ∈ F для всех
n ∈ N, то π(A) = ∪∞n=1π(An) ∈ F в силу (3.8.1). Для любых
ε > 0 и An найдется Bn ∈ Kδ,t со свойствами Bn ⊆ An и
P{π(An)} < P{π(Bn)} + 2−n−1ε. Обозначим B = ∪∞n=1Bn и заме-
тим, что π(B) = ∪∞n=1π(Bn) ∈ F , B ⊆ A и π(B) ⊆ π(A). Отсюда
следует, что π(A) \ π(B) ⊆ ∪∞n=1(π(An) \ π(Bn)),

P{π(A)} − P{π(B)} ≤
∞∑
n=1

P{π(An) \ π(Bn)} ≤
∞∑
n=1

2−n−1ε = ε/2.

Положим B′n = ∪nk=1Bk и заметим, что B′n ∈ Kδ,t, B′n ⊆ B′n+1 для
всех n ∈ N, B = ∪∞n=1B

′
n,π(B) = ∪∞n=1π(B′n). Отсюда следует, что

P{π(B)} = limn→∞ P{π(B′n)}. Поэтому найдется m ∈ N такое, что
P{π(B)} < P{π(B′m)}+ ε/2 и

P{π(A)} ≤ P{π(B)}+
ε

2
< P{π(B′m)}+ ε.

Это означает, что A = ∪∞n=1An ∈Mt.
Предположим теперь, что A = ∩∞n=1An, An ∈ Mt и An+1 ⊆ An

для всех n ∈ N. Для доказательства, что A ∈Mt требуется развить
новый математический аппарат и много места. По этой причине до-
казательство не приводится. Его можно прочитать в книге [7].

Теорема доказана для всех множеств A ∈ Bt ⊗F и для любого
t > 0. Произвольное множество A ∈ B(R+) ⊗ F может быть пред-
ставлено в виде объединения A = ∪∞n=1An счетного числа множеств
An = A∩([0, n]×Ω) ∈ Bn⊗F , n ∈ N.По доказанному выше π(An) ∈ F
для любого An и для любого ε > 0 существует множество Bn ∈ Kδ,n
такое, что P{π(An)} < P{π(Bn)} + 2−n−1ε. Обозначим B = ∪∞n=1Bn
и заметим, что B ⊆ A и ∪∞n=1π(Bn) = π(B) ⊆ π(A) и, следовательно,
π(A) \ π(B) ⊆ ∪∞n=1(π(An) \ π(Bn)). Отсюда следует, что

P{π(A)} − P{π(B)} ≤
∞∑
n=1

P{π(An) \ π(Bn)} ≤
∞∑
n=1

2−n−1ε = ε/2.

Обозначим B′n = ∪nk=1Bk. Заметим, что B
′
n ∈ Kδ,n ⊂ Kδ, B′n ⊆ B′n+1

для всех n ∈ N и B = ∪∞n=1B
′
n. Так как π(B) = ∪∞n=1π(B′n), то
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P{π(B)} = limn→∞ P{π(B′n)} и P{π(B)} < P{π(B′m)}+ε/2 для неко-
торого m ∈ N. Отсюда следует, что

P{π(A)} < P{π(B)}+
ε

2
< P{π(B′m)}+ ε. J

3.8.4. Определение. Множество A ⊆ R+ ×Ω называется про-
грессивно измеримым или, более подробно, F-прогрессивно измери-
мым, если A ∩ ([0, t]× Ω) ∈ Bt ⊗Ft для любого t ∈ R+.

Проверим, что класс Ppg всех прогрессивно измеримых мно-
жеств является сигма-алгеброй. Действительно, R+ × Ω ∈ Ppg, так
как (R+ × Ω) ∩ ([0, t] × Ω) = [0, t] × Ω ∈ Bt ⊗ Ft для любого t ∈ R+.
Если A ∈ Ppg, то Ac∩([0, t]×Ω) = ([0, t]×Ω)\(A∩([0, t]×Ω)) ∈ Bt⊗Ft
для любого t ≥ 0, и, следовательно, Ac ∈ Ppg. Если An ∈ Ppg для
всех n ∈ N, то объединение A = ∪∞n=1An принадлежит Ppg, так как
A∩ ([0, t]×Ω) = ∪∞n=1(An ∩ ([0, t]×Ω)) ∈ Bt ⊗Ft для любого t ∈ R+.

3.8.5. Определение. Пусть дано любое множество A ⊆ R+×Ω.
Функция DA : Ω→ R+,

DA(ω) = inf{t ∈ R+ : (t,ω) ∈ A}, (3.8.4)

где DA(ω) =∞, если {t ∈ R+ : (t,ω) ∈ A} = ∅, называется дебютом
множества A.

Следующее утверждение, являющееся следствием предыдущей
теоремы, называется теоремой о дебюте.

3.8.6. Теорема. (i) Дебют DA любого B(R+) ⊗ F -измеримого
множества A ⊆ R+ × Ω является F-измеримой функцией.
(ii) Если множество A прогрессивно измеримо, то его дебют DA

является F-марковским моментом.
I (i). Для любого t > 0 множество {DA < t} является проек-

цией множества Bt = A ∩ ([0, t)× Ω) ∈ B(R+)⊗ F . По теорема 3.8.3
множество {DA < t} принадлежит σ-алгебре F . По теореме 1.5.4
функция DA : Ω→ R+ измерима относительно сигма-алгебры F .

(ii). Снова, множество {DA < t} является проекцией множе-
ства Bt. На этот раз Bt ∈ Bt⊗Ft, так как A ∈ Ppg. По теореме 3.8.3
множество {DA < t} принадлежит сигма-алгебре Ft. По предполо-
жению фильтрация F непрерывна справа. По теореме 3.6.4 дебют
DA является F-марковским моментом. J

3.8.7. Определение. Множества вида {0} × G с G ∈ F0 и
(α,β] × F с 0 ≤ α < β < ∞, F ∈ Fα, называются предсказуемыми
прямоугольниками. Сигма-алгебра P, порожденная классом R всех
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предсказуемых прямоугольников, называется предсказуемой сигма-
алгеброй. Множество A называется предсказуемым, если A ∈ P.

3.8.8. Теорема. Сигма-алгебра P порождается классом R′
множеств вида {0} × G с G ∈ F0 и [α,β) × F с 0 ≤ α < β < ∞ и
F ∈ Fα− = ∪t<αFt, где F0− = F0.

I Обозначим P ′ сигма-алгебру, порожденную классом R′. До-
кажем, что P ′ ⊆ P. Для этого достаточно доказать, что R′ ⊆ P.
Если 0 ≤ α < β <∞ и F ∈ Fα, то (α,β− 1/n]× F ∈ R для любого
n ∈ N,β−1/n > α, и (α,β)×F = ∪β−1/n>α(α,β−1/n]×F ∈ P. Пусть
[α,β)×F ∈ R′. Если α > 0, то F ∈ Fs для некоторого 0 ≤ s < α, так
как F ∈ ∪t<αFt. По доказанному выше (α−1/n,β)×F ∈ P для всех
s < α−1/n < β. Поэтому [α,β)×F = ∩s<α−1/n<β(α−1/n,β)×F ∈ P.
Если α = 0 и F ∈ F0, то [0,β)× F = ({0} × F ) ∪ ((α,β)× F ) ∈ P.

Чтобы завершить доказательство теоремы, достаточно убе-
диться, что P ⊆ P ′. Для этого достаточно доказать, что R ⊂ P ′.
Если 0 ≤ α < β < ∞ и F ∈ Fα, то [α + 1/n,β) × F ∈ R′ ⊂ P ′
для любого n ∈ N таких, что α + 1/n < β. Отсюда следует, что
(α,β)× F = ∪α+1/n<β[α+ 1/n,β)× F ∈ P ′. Если (α,β]× F ∈ R, то
(α,β]× F = ∩∞n=1(α,β+ 1/n)× F ∈ P ′. J

3.8.9. Теорема. Справедливо включение P ⊆ Ppg.
I Достаточно доказать, что все предсказуемые прямоуголь-

ники принадлежат σ-алгебре Ppg. Предсказуемый прямоугольник
(α,β] × F принадлежит Ppg, так как для любого t ≥ 0 пересечение
A = ((α,β] × F ) ∩ ([0, t] × Ω) принадлежит Bt ⊗ Ft. Действительно,
A = ∅, если t ≤ a, и A = (a, t ∧ β] × F ∈ Bt ⊗ Ft, если t > a. Пред-
сказуемый прямоугольник {0} ×G также принадлежит Ppg. J

3.8.10. Теорема. Если B = ∩∞n=1Bn, Bn ∈ Kδ и Bn+1 ⊆ Bn для
всех n ∈ N, то DBn ↑ DB.

I Можно считать, что все множества Bn, n ∈ N, принадле-
жат Kδ,t для некоторого t > 0. Из условия Bn ↓ следует, что
DBn+1 ≤ DBn ≤ DB для всех n ∈ N. Если limn→∞DBn(ω) = ∞
для некоторого ω ∈ Ω, то limn→∞DBn(ω) = DB(ω). Предположим,
что limn→∞DBn(ω) <∞. Обозначим sn = DBn(ω) и напомним, что
sn = inf B

(ω)
n по определению 3.8.5. Так как множество B(ω)

n замкну-
то, то sn ∈ B(ω)

n . Можно считать, что ограниченная последователь-
ность {sn}n≥1 сходится к некоторому числу s ∈ [0, t]. В противном
случае можно взять сходящуюся подпоследовательность. Так как
{sn}n≥m ⊆ B

(ω)
m для любого m ∈ N, то s ∈ ∩∞n=1B

(ω)
n = B(ω). От-
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сюда следует, что s′ = DB(ω) ≤ s < ∞. Предположим, что s′ < s.

Так как s′ = inf B(ω), B(ω) = ∩∞n=1B
(ω)
n и множество B(ω) замкнуто,

то s′ ∈ B(ω) и (s′,ω) ∈ B = ∩∞n=1Bn. Отсюда следует, что s′ ∈ B(ω)
n

и sn = DBn(ω) ≤ s′ для всех n ∈ N. Это ведет к противоречию
0 ≤ s′ < s = limn→∞ sn ≤ s′. Поэтому должно выполняться равен-
ство limn→∞DBn(ω) = DB(ω). J

3.8.11. Определение. Пусть дана функция τ : Ω → R+. Мно-
жество [[τ]] = {(t,ω) ∈ R+ ⊗ Ω: t = τ(ω)} называется графиком
функции τ. Неотрицательная F-измеримая функция τ называется
сечением множества A ⊆ R+ × Ω, если [[τ]] ⊆ A.

Фиксируем число t > 0 и обозначим Apt класс конечных объ-
единений множеств вида {t} × G с G ∈ Ft− = ∪s<tFs и [α,β) × F,
где 0 ≤ α < β ≤ t и F ∈ Fα−. Если α = 0, то F0− = F0 по опреде-
лению. Нетрудно проверить, что Apt является алгеброй и порождает
σ-алгебру Pt = ([0, t]×Ω)∩P. Обозначим Kpt класс конечных объеди-
нений множеств вида {t} ×G с G ∈ Ft− и [α,β]× F с 0 ≤ α < β ≤ t
и F ∈ Fα− и Kpδ,t класс всех счетных пересечений множеств из Kpt .

3.8.12. Теорема. Дебют DB любого множества B ∈ Kδ обла-
дает следующими свойствами

[[DB]] ⊆ B и π(B) = {DB <∞}. (3.8.5)

I Возьмем множество B = ∪mj=1Kj ∈ K с Kj = [αj ,βj ] × Fj ,
0 ≤ αj < βj , Fj ∈ F . Нетрудно видеть, что DKj = αj1Fj +∞1F cj ,

[[DKj ]] = {α} × Fj ,π(Kj) = Fj , DB = min{DK1 , . . . , DKm},
[[DB]] ⊆ ∪mj=1[[DKj ]] ⊆ ∪mj Kj = B,π(B) = ∪mj=1Fj = {DB <∞}.

Множество B ∈ Kδ является пересечением B = ∩∞n=1Bn множеств
Bn ∈ K, n ∈ N. Можно предположить, что Bn ∈ Kt для некоторого
t > 0 и Bn+1 ⊆ Bn для всех n ∈ N. В противном случае можно взять
B′n = ∩nk=1Bk вместо Bn. Далее предполагается, что Bn ↓ . Отсюда
следует, что DBn+1 ≤ DBn ≤ DB для всех n ∈ N.

Докажем равенство в (3.8.5). По доказанному выше выполняет-
ся равенство π(Bn) = {DBn <∞} для всех n ∈ N и, следовательно,

{DB <∞} ⊆ ∩∞n=1{DBn <∞} = ∩∞n=1π(Bn) = π(B).

Последнее равенство выполняется по теореме 3.8.2. Равенство в
(3.8.5) выполняется, если ∩∞n=1{DBn < ∞} ⊆ {DB < ∞}. Пусть
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ω ∈ ∩∞n=1{DBn < ∞}. Обозначим sn = DBn(ω). Заметим, что
sn < ∞ и sn = inf B

(ω)
n ∈ B(ω)

n , (sn,ω) ∈ Bn. Так как Bn ⊆ Bm для
всех n ≥ m и множества B(ω)

n замкнуты, то s = limn→∞ sn ∈ B(ω)
m

и, следовательно, s ∈ ∩∞n=1B
(ω)
n = B(ω) и DB(ω) ≤ s. Тем самым

доказано требуемое включение ∩∞n=1{Dn <∞} ⊆ {DB <∞}.
Докажем первое утверждение в (3.8.5). По доказанному выше

справедливо включение [[DBn ]] ⊆ Bn для всех n ∈ N и, следователь-
но, ∩∞n=1[[DBn ]] ⊆ ∩∞n=1Bn = B. Поэтому достаточно доказать, что
[[DB]] ⊆ ∩∞n=1[[DBn ]]. Возьмем произвольную точку (s,ω) ∈ [[DB]]
и заметим, что s = DB(ω) < ∞ и s = inf B(ω). Так как множество
B(ω) замкнуто, то s ∈ B(ω) и (s,ω) ∈ B = ∩∞n=1Bn = ∩∞n=1[[DBn ]].
Тем самым доказано, что [[DB]] ⊆ B. J

3.8.13. Теорема. Для любых A ∈ P и ε > 0 существует пред-
сказуемый марковский момент τ такой, что [[τ]] ⊆ A и

P{π(A)} ≤ P{τ <∞}+ ε. (3.8.6)

I Докажем теорему для всех множеств A ∈ Apt и для лю-
бого t > 0. Если A = {α} × F для некоторых 0 ≤ α < ∞ и
F ∈ Fα−, то функция DA = α1F + ∞1F c является предсказуе-
мым марковским моментом в силу примера 3.7.2 (см. также тео-
рему 3.7.7). Если A = ∪mj=1Aj , Aj = [αj ,βj) × Fj , для некоторых
0 ≤ αj < βj < ∞ и Fj ∈ Fαj−, то B = ∪mj=1[αj ,βj − γ] × Fj ⊆ A
и B ∈ Kpδ,t для любого γ < min{βj − αj , j = 1, . . . ,m}. Обозначим
Bj = [αj ,βj − γ] × Fj и заметим (см. теорему 3.6.11), что функция
DBj = αj1Fj +∞1F cj является предсказуемым марковским момен-
том и выполняется равенство DA = DB = min{DB1 , . . . , DBm}. По
теореме 3.7.5 функция DB является предсказуемым марковским мо-
ментом. Нетрудно видеть, что справедливы следующие соотношения
{DB <∞} = ∪mj=1Fj = π(A) и

[[DB]] ⊆ ∪mj=1[[DBj ]] = ∪mj=1({α} × Fj) ⊆ ∪mj=1Bj ⊆ ∪mj=1Aj = A.

Неравенство (3.8.6) выполняется с τ = DB. Тем самым теорема до-
казана для всех множеств A ∈ Apt .

Докажем, что дебют любого множества B ∈ Kpδ,t является пред-
сказуемым марковским моментом. Множество B является пересече-
нием B = ∩∞n=1Bn множеств Bn ∈ Kpt , n ∈ N. Можно предположить,
что Bn+1 ⊆ Bn для всех n ∈ N. ПоэтомуDBn ≤ DBn+1 для всех n ∈ N
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и DB = limn→∞DBn по теореме 3.8.10. По теореме 3.7.5 дебют DB

является предсказуемым марковским моментом, так как по дока-
занному выше все функции DBn , n ∈ N, являются предсказуемыми
марковскими моментами.

ОбозначимMp
t класс множеств A ∈ Pt таких, что для любого

ε > 0 существует множество B = Bε ∈ Kpδ,t со свойствами B ⊆ A,
π(A) ∈ F и P{π(A)} < P{π(B)}+ε. Обратим внимание, что свойство
π(A) ∈ F выполняется по теореме 3.8.3. По аналогии с доказатель-
ством похожего утверждения в теореме 3.8.3 можно доказать, что
Mp

t является монотонным классом. По теореме 1.2.7 выполняется
равенствоMp

t = Pt, так как Apt ⊂M
p
t по доказанному выше.

Докажем теорему в общем случае. Произвольное множество
A ∈ P можно представить в виде объединения A = ∪∞n=1An пред-
сказуемых множеств An = A ∩ ([0, n] × Ω), n ∈ N. Заметим, что
An ⊆ An+1 и π(An) ⊆ π(An+1) для всех n ∈ N,π(A) = ∪∞n=1π(An)
и P{π(A)} = limn→∞ P{π(An)}. Для любого ε > 0 найдется m ∈ N
такое, что P{π(A)} < P{π(Am) < ∞}+ ε/2. Существует множество
B ⊆ Am такое, что B ∈ Kpδ,m и P{π(Am)} ≤ P{π(B)}+ ε/2, и, следо-
вательно, P{π(A)} < P{π(B)} + ε. По теореме 3.8.12 выполняются
соотношения [[DB]] ⊆ B ⊆ Am ⊆ A и P{π(B)} = P{DB <∞}. Отсю-
да следует, что P{π(A)} < P{DB < ∞} + ε. По доказанному выше
дебютDB является предсказуемым марковским моментом. Неравен-
ство (3.8.6) выполняется с τ = DB. J

3.8.14. Теорема. F-марковский момент является предсказу-
емым марковским моментом тогда и только тогда, когда его гра-
фик является предсказуемым множеством.

I Докажем сначала, что для любого F-марковского момен-
та τ множество ((τ,∞)) = {(t,ω) ∈ R+ × Ω: τ(ω) < t < ∞}
принадлежит предсказуемой сигма-алгебре P. Рассмотрим случай-
ный процесс X = {Xt, t ≥ 0}, Xt(ω) = 1((τ,∞))(t,ω), для любых
(t,ω) ∈ R+ × Ω. Нетрудно видеть, что случайный процесс X непре-
рывен слева и согласован с фильтрацией F. Определим случайный
процесс X(n) = {X(n)

t , t ≥ 0} для любого n ∈ N, положив

X
(n)
t =

∞∑
k=1

X(k−1)2−n1((k−1)2−n,k2−n](t), t ∈ R+.

В силу непрерывности слева случайного процесса X выполняется
равенство limn→∞X

(n)
t = Xt для каждого t ∈ R+. Каждое слагаемое
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ряда принимает только два значения: ноль и единицу. Множество

{(t,ω) ∈ R+ × Ω: X(k−1)2−n(ω)1((k−1)2−n,k2−n](t) = 1} =

= {X(k−1)2−n = 1} × ((k − 1)2−n, k2−n]

является предсказуемым прямоугольником, и, следовательно, мно-
жество {(t,ω) ∈ R+ × Ω: X

(n)
t (ω) = 1} принадлежит P. Это озна-

чает, что функция X(n) двух переменных (t,ω) ∈ R+ × Ω измерима
относительно сигма-алгебры P.По теореме 1.5.7 функцияX измери-
ма относительно P. Поэтому множество ((τ,∞)), будучи прообразом
X−1({1}) борелевского множества {1}, принадлежит P.

Предположим, что τ является предсказуемым марковским мо-
ментом. Возьмем какую-либо предвещающую последовательность
{τn}n≥1 для τ. Из равенств

[[τ,∞)) = {(t,ω) ∈ R+ × Ω: τ ≤ t <∞} = ∩∞n=1((τn,∞))

следует, что [[τ,∞)) ∈ P и [[τ]] = [[τ,∞)) \ ((τ,∞)) ∈ P.
Предположим теперь, что τ является F-марковским моментом,

график [[τ]] которого является предсказуемым множеством. Пред-
положим дополнительно, что функция τ ограничена некоторым чис-
лом t > 0. Для такой функции τ выполняется равенство π([[τ]]) = Ω.
По теореме 3.8.13 для любого n ∈ N существует предсказуемый мар-
ковский момент σn такой, что [[σn]] ⊆ [[τ]] и выполняется неравен-
ство 1 = P{π([[τ]])} < P{σn < ∞} + 2−n. По теореме 3.7.5 функция
τn = min{σ1, . . . ,σn} является предсказуемым марковским момен-
том. Так как τn ≤ σn, то P{τn < ∞} > 1 − 2−n и P{Ω′} = 1, где
Ω′ = ∪∞m=1 ∩∞n=m {τn < ∞} ∈ F . Для любого ω ∈ Ω′ существует
m = m(ω) такое, что τn(ω) < ∞ и (τn(ω),ω) ∈ [[τn]] ⊆ [[τ]] для
всех n ≥ m и, следовательно, τn(ω) = τ(ω) для всех n ≥ m. По
последовательности {τn}n≥1 можно построить (см. теорему 3.7.6)
P-предвещающую последовательность {τ′n}n≥1 для τ. Поэтому τ яв-
ляется P-предсказуемым марковским моментом. По теореме 3.7.9
функция τ является предсказуемым марковским моментом.

Рассмотрим теперь общий случай. По условию функция τ явля-
ется F-марковским моментом, график [[τ]] которого принадлежит P.
По доказанному выше множество ((τ,∞)) принадлежит P и, следо-
вательно, [[τ,∞)) = [[τ]]∪((τ,∞)) = {(t,ω) ∈ R+×Ω: τ(ω) ≤ t} ∈ P.
По теореме 3.8.8 для любого n ∈ N множество [n, n+ 1)×Ω принад-
лежит P и, следовательно, [n,∞) × Ω = ∪∞k=n([k, k + 1) × Ω) ∈ P.
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Отсюда следует, что множество

[[τ, n)) = {(t,ω) ∈ R+ × Ω: τ(ω) ≤ t < n} = [[τ,∞)) \ ([n,∞)× Ω)

принадлежит P и [[τ∧ n,∞)) = ([n,∞)×Ω)∪ [[τ, n)) ∈ P. По теоре-
ме 3.6.7 функция τ ∧ n является F-марковским моментом. Поэтому
множества ((τ∧n,∞)) и [[τ∧n]] = [[τ∧n,∞))\((τ∧n,∞)) принадле-
жат сигма-алгебре P. По доказанному выше ограниченная функция
τ ∧ n является предсказуемым марковским моментом. Последова-
тельность {τ ∧ n}n≥1 возрастает и сходится к τ. По теореме 3.7.6
функция τ является предсказуемым марковским моментом. J

3.8.15. Следствие. Если A ∈ P и [[DA]] ⊆ A, то дебют DA

множества A является предсказуемым марковским моментом.
I По теореме 3.8.6 дебют DA является марковским момен-

том относительно фильтрации F. По доказанному в теореме 3.8.14
множество ((DA,∞)) является предсказуемым. Поэтому множество
[[0, DA]] = {(t,ω) ∈ R+ × Ω: 0 ≤ t ≤ DA(ω)} = (R+ × Ω) \ ((DA,∞))
принадлежит P и [[DA]] = [[0, DA]]∩A ∈ P. По теореме 3.8.14 дебют
DA является предсказуемым марковским моментом. J

3.9. Измеримые случайные процессы

Имеется несколько видов измеримости, которыми могут об-
ладать случайные процессы. В этом параграфе будут исследованы
два вида измеримости. Предполагается, что все случайные процессы
X = {Xt, t ∈ T} определены на некотором вероятностном простран-
стве (Ω,F ,P) и принимают значения в Rd. В качестве параметриче-
ского множества T выступает произвольное борелевское множество
вещественных чисел. Согласованность случайных процессов опреде-
ляется относительно данной фильтрации FT = {Ft : Ft ⊆ F , t ∈ T}.
Обозначим B(T ) и B(Tt) сигма-алгебры борелевских подмножеств
множеств T и Tt = (−∞, t] ∩ T.

3.9.1. Определение. Случайный процесс X = {Xt, t ∈ T}
называется измеримым, если {(t,ω) ∈ T×Ω: Xt(ω) ∈ A} ∈ B(T )⊗F
для любого борелевского множества A ⊆ Rd.

3.9.2. Теорема. Любой случайный процесс X = {Xt, t ∈ T} со
счетным множеством T измерим.

I Для любых t ∈ T и A ∈ B(Rd) прямоугольник {t}×{Xt ∈ A}
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принадлежит сигма-алгебре B(T )⊗F . Отсюда следует, что

{(t,ω) ∈ T ×Ω: Xt(ω) ∈ A} = ∪t∈T ({t}×{Xt ∈ A}) ∈ B(T )⊗F . J

3.9.3. Теорема. Все траектории измеримого случайного про-
цесса X = {Xt, t ∈ T} являются борелевскими функциями.

I Требуется доказать, что {t ∈ T : Xt(ω) ∈ A} ∈ B(T ) для
любых ω ∈ Ω и A ∈ B(Rd). Утверждение выполняется по теореме
1.7.2, так как траектория Xt(ω), t ∈ T, является сечением в точке
ω ∈ Ω измеримой функции Xt(ω), (t,ω) ∈ T × Ω. J

3.9.4. Теорема. Любой непрерывный слева (справа) случайный
процесс X = {Xt, t ∈ T} с выпуклым множеством T измерим.

I Выпуклое множество T можно представить в виде объеди-
нения T = ∪∞n=1[an, bn] с [an, bn] ⊆ [an+1, bn+1]. Разобьем сегмент
[an, bn] точками an = tn,0 < tn,1 < · · · < tn,mn = bn таким образом,
что limn→∞max1≤k≤mn(tn,k − tn,k−1) = 0. Положим an = t∗, если
t∗ ∈ T, и bn = t∗, если t∗ ∈ T, для всех n ∈ N. Определим случайные
процессы X(n) = {X(n)

t , t ∈ T} и Y (n) = {Y (n)
t , t ∈ T}, положив,

X
(n)
t =


Xan , если t ∈ T, t ≤ an,

Xtn,k−1
, если t ∈ (tn,k−1, tn,k], k = 1, . . . ,mn,

Xbn , если t ∈ T, t > bn;

Y
(n)
t =


Xan , если t ∈ T, t < an,
Xtn,k , если t ∈ [tn,k−1, tn,k), k = 1, . . . ,mn,

Xbn , если t ∈ T, t ≥ bn.

Предположим, что случайный процесс X непрерывен слева. Для
любого A ∈ B(Rd) множество B = {(t,ω) ∈ T × Ω: X

(n)
t ∈ A} при-

надлежит σ-алгебре B(T ) ⊗ F , так как его можно представить в
виде объединения измеримых прямоугольников Tan × {Xan ∈ A},
(tn,k−1, tn,k]×{Xtn,k−1

∈ A}, k = 1, . . . ,mn, ((bn,∞)∩T )×{Xbn ∈ A}.
Поэтому случайный процесс X(n) измерим. Случайный процесс X
измерим по теореме 1.5.7, так как является поточечным пределом
измеримых случайных процессов X(n), n ∈ N.

Если случайный процесс X непрерывен справа, то можно до-
казать, что случайные процессы Y (n), n ∈ N, измеримы и поточечно
сходятся к X. По теореме 1.5.7 случайный процесс X измерим. J

3.9.5. Теорема. Пусть случайный процесс X = {Xt, t ∈ T}
с выпуклым множеством T определен на полном вероятностном
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пространстве (Ω,F ,P). Если случайный процесс X почти всюду
непрерывен слева (справа), то он имеет измеримую версию.

I Предположим, например, что случайный процесс X почти
всюду непрерывен слева. Существует множество Ω′ ∈ F единичной
вероятности такое, что для любого ω ∈ Ω′ траектория Xt(ω), t ∈ T,
непрерывна слева. Определим непрерывный слева случайный про-
цесс Y = {Yt, t ∈ T}, положив

Yt(ω) =

{
Xt(ω), если t ∈ T,ω ∈ Ω′,

x, если t ∈ T,ω ∈ Ω \ Ω′,

где x – произвольная точка из Rd. Случайные процессы Y и X эк-
вивалентны. По теореме 3.9.4 случайный процесс Y измерим. J

3.9.6. Теорема. (i) Пусть даны измеримый случайный процесс
X = {Xt, t ∈ T} и некоторая сигма-алгебра G ⊆ F . Тогда для лю-
бой G-измеримой случайной величины τ со значениями в T функция
Xτ является случайным вектором. (ii) Если измеримый случайный
процесс X ограничен, то функция EXt = (EX1,t, . . . ,EXd,t), t ∈ T,
измерима относительно сигма-алгебры B(T ).

I В силу теоремы 1.5.3 можно считать. что d = 1. Доказатель-
ство будет проведено в несколько этапов.

1. Предположим, что X = {Xt, t ∈ T} является индикаторной
функцией Xt(ω) = 1A×B(t,ω) некоторого прямоугольника со сто-
ронами A ∈ B(T ) и B ∈ F . Функция Xτ = 1A(τ)1B, будучи произ-
ведением двух случайных величин, является случайной величиной.
Очевидно, что функция EXt = 1A(t)E1B, t ∈ T, измерима относи-
тельно сигма-алгебры B(T ).

2. Докажем, что теорема справедлива для индикаторной функ-
ции Xt(ω) = 1A(t,ω), (t,ω) ∈ T × Ω, произвольного множества
A ∈ B(T )⊗ F . Обозначим L класс множеств A ∈ B(T )⊗ F , для ко-
торых теорема справедлива. Убедимся, что L является λ-классом.
Выше было доказано, что T × Ω ∈ L. Если A,B ∈ L и A ⊂ B,
то B \ A ∈ L, так как разность E1B\A = E1B − E1A двух измери-
мых функций является измеримой (B(T )-измеримой). Аналогично
разность 1B\A(τ, ·) = 1B(τ, ·)− 1A(τ, ·) двух случайных величин яв-
ляется случайной величиной. Если An ∈ L и An ⊆ An+1 для всех
n ∈ N, то A = ∪∞n=1An ∈ L, так как функция E1A измерима относи-
тельно сигма-алгебры B(T ) и функция 1A(τ, ·) является случайной
величиной по теореме 1.5.7. Теорема 1.5.7 применима, так как после-
довательности {E1An}n≥1 и {1An(τ, ·)}n≥1 сходятся к E1A и 1A(τ, ·).
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По доказанному выше класс измеримых прямоугольников A × B
со сторонами A ∈ B(T ) и B ∈ F содержится в L. Он порождает
сигма-алгебру B(T ) ⊗ F . По теореме Серпинского (теорема 1.2.7)
выполняется равенство L = B(T )⊗F . Отсюда следует, что теорема
справедлива для случайных процессов X вида

X =

m∑
k=1

cl1Ak , ck ∈ R, Ak ∈ B(T )⊗F ,

По предположению X является ограниченной, B(T ) ⊗ F-измермой
функцией переменной (t,ω) ∈ T ×Ω. По следствию 1.5.10 существу-
ет последовательность {X(n)}n≥1 случайных процессов указанного
вида, которая равномерно по (t,ω) ∈ T × Ω сходится к X. Отсюда
следует, что последовательность {EX(n)

t }n≥1 равномерно по t ∈ T
сходится к EXt. По теореме 1.5.7 функция EXt, t ∈ T, измерима от-
носительно сигма-алгебры B(T ). Аналогично, последовательность
{X(n)

τ }n≥1 равномерно по ω ∈ Ω сходится к Xτ. По теореме 1.5.7
функция Xτ является случайной величиной.

3. Докажем, что функция Xτ является случайной величиной
для любого измеримого случайного процесса X = {Xt, t ∈ T}.
С этой целью заметим, что последовательность {X(n)}n≥1 ограни-
ченных измеримых случайных процессов X(n) = {X(n)

t , t ∈ T},
X

(n)
t = Xt1{|X|≤n}, сходится к X. Отсюда следует, что последова-

тельность {X(n)
τ }n≥1 сходится к Yτ. По теореме 1.5.7 функция Xτ

является случайной величиной. J
3.9.7. Определение. Случайный процесс X = {Xt, t ∈ T}

называется прогрессивно измеримым относительно фильтрации FT
или FT -прогрессивно измеримым, если он, как функция двух аргу-
ментов (t,ω) ∈ T × Ω, измерим относительно сигма-алгебры Ppg.

Говоря о FT -прогрессивно измеримых случайных процессах, ча-
сто опускают упоминание о фильтрации.

3.9.8. Теорема. Случайный процесс X = {Xt, t ∈ T} прогрес-
сивно измерим относительно фильтрации FT тогда и только то-
гда, когда он удовлетворяет следующему условию

{(s,ω) ∈ Tt × Ω: Xs(ω) ∈ A} ∈ B(Tt)⊗Ft (3.9.1)

для любого t ∈ T и для любого борелевского множества A ⊆ Rd.
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I Если случайный процесс X удовлетворяет условию (3.9.1),
то B = {(s,ω) ∈ T × Ω: Xs(ω) ∈ A} ∈ Ppg для любого A ∈ B(Rd),
так как B ∩ (Tt × Ω) = {(s,ω) ∈ (Tt × Ω): Xs(ω) ∈ A} ∈ B(Tt) ⊗ Ft
для любого t ∈ T. Это означает, что случайный процесс X изме-
рим относительно сигма-алгебры Ppg. Если случайный процесс X
прогрессивно измерим, то B ∈ Ppg. Поэтому (по определению Ppg)
{(s,ω) ∈ Tt×Ω: Xs(ω) ∈ A} = B ∩ (Tt×Ω) ∈ B(Tt)⊗Ft для любого
t ∈ T. Это означает, что выполняется условие (3.9.1). J

Условие (3.9.1) можно пересказать следующим образом. Слу-
чайный процесс X называется FT -прогрессивно измеримым, если
для любого t ∈ T случайный процесс {Xs, s ∈ Tt}, определенный на
вероятностном пространстве (Ω,Ft,P), измерим.

3.9.9. Теорема. Любой случайный процесс X = {Xt, t ∈ T},
согласованный с фильтрацией FT со счетным множеством T, про-
грессивно измерим относительно FT .

I Для любого t ∈ T случайный процесс {Xs, s ∈ Tt}, определен-
ный на вероятностном пространстве (Ω,Ft,P), измерим по теореме
3.9.2. Поэтому случайный процесс X прогрессивно измерим. J

3.9.10. Теорема. Любой непрерывный слева (непрерывный
справа) случайный процесс X = {Xt, t ∈ T}, согласованный с филь-
трацией FT с выпуклым множеством T, является FT -прогрессивно
измеримым.

I Для любого t ∈ T случайный процесс {Xs, s ∈ Tt}, определен-
ный на вероятностном пространстве (Ω,Ft,P), измерим по теореме
3.9.4. Поэтому случайный процесс X прогрессивно измерим. J

3.9.11. Замечание. (i) Если случайный процесс является по-
точечным пределом некоторой последовательности прогрессивно
измеримых (измеримых) случайных процессов, то он прогрессивно
измерим (измерим). (ii) Линейная комбинация с вещественными
коэффициентами конечного числа FT -прогрессивно измеримых (из-
меримых) случайных процессов является FT -прогрессивно измери-
мым (измеримым) случайным процессом. (iii) Случайный процесс
{(X1,t, . . . , Xd,t), t ∈ T} прогрессивно измерим относительно филь-
трации FT тогда и только тогда, когда FT -прогрессивно измеримы
все вещественные случайные процессы {Xk,t, t ∈ T}, k = 1, . . . , d.

I Утверждение (i) фактически было доказано попутно с дока-
зательством теорем 3.9.4 и 3.9.10. Оно также является следствием
теоремы 1.5.7. Утверждение (ii) является следствием теоремы 1.5.11.
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Утверждение (iii) является следствием теоремы 1.5.3. J
3.9.12. Теорема. Пусть случайный процесс X = {Xt, t ∈ T}

с выпуклым множеством T определен на полном вероятностном
пространстве (Ω,F ,P) и согласован с расширенной фильтрацией
FT . Если случайный процессX почти всюду непрерывен слева (спра-
ва), то он имеет FT -прогрессивно измеримую версию.

I По предположению существует множество Ω′ ∈ F единичной
вероятности, на котором случайный процесс X непрерывен слева
(справа). Построим непрерывный слева (справа) случайный процесс
Y = {Yt, t ∈ T}, положив Yt(ω) = Xt(ω), если ω ∈ Ω′, и Yt(ω) = x,
если ω /∈ Ω′, где x – произвольная фиксированная точка из Rd.
Случайные процессы X и Y эквивалентны. Убедимся, что случай-
ный процесс Y согласован с фильтрацией FT . Для любых t ∈ T и
A ∈ B(Rd) множества {Xt ∈ A} ∩ Ω′ и {Yt /∈ A} ∩ (Ω \ Ω′) принадле-
жат сигма-алгебре Ft, так как P{Ω\Ω′} = 0. Отсюда и из равенства
{Yt ∈ A} = ({Xt ∈ A} ∩ Ω′) ∪ ({Yt /∈ A} ∩ (Ω \ Ω′)) следует, что
{Yt ∈ A} ∈ Ft. По теореме 3.9.10 случайный процесс Y прогрессив-
но измерим относительно FT . J

3.9.13. Теорема. Любой FT -прогрессивно измеримый случай-
ный процесс {Xt, t ∈ T} согласован с фильтрацией FT и измерим.

I Докажем, что случайный процессX = {Xt, t ∈ T} согласован
с фильтрацией FT . С этой целью заметим, что для любых t ∈ T и
A ∈ B(Rd) прообраз {Xt ∈ A} множества A является t-сечением
множества {(s,ω) ∈ Tt × Ω: Xs(ω) ∈ A} ∈ B(Tt) ⊗ Ft. По 1.7.2
множество {Xt ∈ A} принадлежит σ-алгебре Ft. Это означает, что
X согласован с FT .

Докажем, что случайный процесс X измерим. Пусть T 3 tn ↑ t∗
при n ↑ ∞. Если t∗ ∈ T, то следует положить tn = t∗ для всех
n ∈ N. Так как случайный процесс X является FT -прогрессивно
измеримым, то An = {(t,ω) ∈ Ttn ×Ω: Xt(ω) ∈ A} ∈ B(Ttn)⊗Ftn и,
следовательно, {(t,ω) ∈ T × Ω: Xt(ω) ∈ A} = ∪∞n=1An ∈ B(T ) ⊗ F
для любого борелевского множества A ⊆ Rd. J

3.9.14. Определение. Пусть даны FT -марковский момент τ,
произвольная σ(Ft, t ∈ T )-измеримая функция X∞ : Ω → Rd и слу-
чайный процесс X = {Xt, t ∈ T}. Функция Xτ : Ω→ Rd,

Xτ(ω) =

{
Xτ(ω)(ω), если τ(ω) <∞,
X∞(ω), если τ(ω) =∞,

называется значением X в марковский момент τ.
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3.9.15. Теорема. Если случайный процесс X = {Xt, t ∈ T}
прогрессивно измерим относительно фильтрации FT ,то его значе-
ние Xτ в любой FT -марковский момент τ измеримо относительно
сигма-алгебры Fτ.

I Требуется доказать, что {Xτ ∈ A} ∈ Fτ для любого боре-
левского множества A ⊆ Rd. По определению 3.6.8 сигма-алгебры
Fτ достаточно доказать, что {Xτ ∈ A} ∩ {τ ≤ t} ∈ Ft для любого
t ∈ T. Заметим, что {Xτ ∈ A} ∩ {τ ≤ t} = {Xτ∧t ∈ A} ∩ {τ ≤ t}
и {τ ≤ t} ∈ Ft. Случайный процесс {Xs, s ∈ Tt = T ∩ (−∞, t]},
определенный на вероятностном пространстве (Ω,Ft,P), измерим
относительно сигма-алгебры B(Tt) ⊗ Ft. Марковский момент τ ∧ t
принимает значения в множестве Tt. По теореме 3.9.6 функция Xτ∧t
измерима относительно сигма-алгебры Ft. Поэтому {Xτ∧t ∈ A} ∈ Ft
и, следовательно, {Xτ ∈ A} ∩ {τ ≤ t} ∈ Ft. J

Индикаторная функция 1A любого множества A ∈ B(T ) ⊗ F
является измеримым случайным процессом. Ниже приведен спи-
сок некоторых множеств, индикаторные функции которых являют-
ся прогрессивно измеримыми случайными процессами.

3.9.16. Определение. Пусть даны любые марковские момен-
ты τ и σ относительно фильтрации FT с выпуклым множеством T.
Множества следующих видов
[[τ,σ]] = {(t,ω) ∈ T × Ω: τ(ω) ≤ t ≤ σ(ω)},
((τ,σ]] = {(t,ω) ∈ T × Ω: τ(ω) < t ≤ σ(ω)},
[[τ,σ)) = {(t,ω) ∈ T × Ω: τ(ω) ≤ t < σ(ω)},
((τ,σ)) = {(t,ω) ∈ T × Ω: τ(ω) < t < σ(ω)} называются стохасти-
ческими отрезками.

Подчеркнем, что стохастический отрезок является подмноже-
ством прямого произведения T × Ω. Поэтому точки (t∗,ω), если
t∗ /∈ T, и (t∗,ω), если t∗ /∈ T, не могут принадлежать никакому сто-
хастическому отрезку. При определении стохастических отрезков не
предполагается, чтобы правая граница превосходила левую границу.
Например, точка (t,ω) принадлежит [[τ,σ]], если τ(ω) ≤ t ≤ σ(ω),
и не принадлежит [[τ,σ]], если σ(ω) < τ(ω).

Докажем, что индикаторная функция любого стохастического
отрезка A является FT -прогрессивно измеримым случайным процес-
сом. Обозначим X = {Xt, t ∈ T}, Xt(ω) = 1A(t,ω), (t,ω) ∈ T × Ω.
Докажем, что случайный процесс X согласован с фильтрацией FT .
Достаточно доказать, что {Xt = 1} ∈ Ft для любого t ∈ T, так
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как случайная величина Xt может принимать только два значения
– ноль и единица. Если, например, A = ((τ,σ)), то {Xt = 1} ∈ Ft,
так как {Xt = 1} = {τ < t < σ} = {t < σ} ∩ {τ ≤ t} ∈ Ft. Эти
рассуждения применимы для любого стохастического отрезка.

Траектории случайного процесса X = 1A непрерывны слева,
если A = ((τ,σ]], и непрерывны справа, если A = [[τ,σ)). В обо-
их случаях случайный процесс X = 1A прогрессивно измерим по
теореме 3.9.10. Функция ζ : Ω→ T ∪{∞}, тождественно равная бес-
конечности, является FT -марковским моментом. Из очевидных ра-
венств ((τ,σ)) = ((τ,∞)) \ [[σ,∞)) и [[τ,σ]] = [[τ,∞)) \ ((σ,∞)) сле-
дует, в силу замечания 3.9.11, что случайные процессы X = 1((τ,σ))

и X = 1[[τ,σ]] прогрессивно измеримы.
Существует FT -согласованный случайный процесс, который не

является FT -прогрессивно измеримым.
3.9.17. Пример. Пусть Ω = [0, 1],F – сигма-алгебра, порож-

денная конечными подмножествами сегмента [0, 1]. Определим ве-
роятность P : F → [0, 1], положив P{A} = 0 для любого конечного
или счетного множества A ∈ F и P{A} = 1 для любого несчетного
множества A ∈ F . Вероятностное пространство (Ω,F ,P) является
полным. Действительно, если P{A} = 0 для некоторого A ∈ F , то
множество A конечно или счетно. Любое его подмножество B не
более чем счетно и, следовательно, принадлежит сигма-алгебре F .

Обозначим T = [0, 1] и Ft = F для любого t ∈ T. Индика-
торная функция 1B множества B = {(t,ω) ∈ T × Ω: t = ω} со-
гласована с фильтрацией FT = {Ft, t ∈ T}. Убедимся, что случай-
ный процесс 1B не является FT -прогрессивно измеримым. Если он
FT -прогрессивно измерим, то B ∈ Ppg и, следовательно, множество
C = B ∩ (T1/2 × Ω) = B ∩ ([0, 1/2] × Ω) должно принадлежать σ-
алгебре B([0, 1/2]) ⊗ F . Проекция множества C на Ω, как нетруд-
но видеть, равна [0, 1/2]. По теореме 3.8.3 проекция множества C
должна принадлежать сигма-алгебре F . Однако множество [0, 1/2]
не принадлежит F , и, следовательно, случайный процесс 1B не яв-
ляется прогрессивно измеримым.

3.10. Предсказуемые случайные процессы

Прогрессивно измеримые случайные процессы составляют
часть измеримых случайных процессов. Среди прогрессивно изме-
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римых случайных процессов выделяют предсказуемые случайные
процессы, которые играют важную роль в общей теории случай-
ных процессов и в теории стохастического интегрирования. В этом
параграфе будут исследованы некоторые свойства названных слу-
чайных процессов. Предполагается, что все рассматриваемые слу-
чайные процессы X = {Xt, t ≥ 0}, о которых пойдет речь, опреде-
лены на вероятностном пространстве (Ω,F ,P) и принимают значе-
ния в евклидовом пространстве Rd. Понятия марковского момента
и согласованности случайных процессов определяются относитель-
но фильтрации F = {Ft : Ft ⊆ F , t ≥ 0}.

3.10.1. Определение. Случайный процесс X = {Xt, t ≥ 0}
называется предсказуемым, если он P-измерим, другими словами,
если {(t,ω) ∈ R+ × Ω: Xt(ω) ∈ A} ∈ P для любого A ∈ B(Rd).

3.10.2. Теорема. Предсказуемая σ-алгебра P совпадает с наи-
меньшей σ-алгеброй P ′ ⊆ B(R+)⊗F , относительно которой изме-
римы все F-согласованные, непрерывные слева случайные процессы.

I При доказательстве равенства P = P ′ можно считать, что
d = 1. Напомним, что в силу теоремы 1.5.3 случайный процесс
X = {(X1,t, . . . , Xd,t), t ≥ 0} измерим относительно сигма-алгебры P
тогда и только тогда, когда каждый вещественный случайный про-
цесс {Xk,t, t ≥ 0} измерим относительно P. Это утверждение также
справедливо при замене сигма-алгебры P на сигма-алгебру P ′.

Докажем, что P ⊆ P ′. Для этого достаточно доказать, что лю-
бой предсказуемый прямоугольник A принадлежит σ-алгебре P ′.
Если A = {0} × G с G ∈ F0 или A = (α,β] × F с 0 ≤ α < β < ∞
и F ∈ Fα, то случайный процесс 1A согласован с фильтрацией F и
непрерывен слева. Поэтому случайный процесс 1A измерим относи-
тельно сигма-алгебры P ′. Предсказуемый прямоугольник A, будучи
прообразом борелевского множества {1} относительно случайного
процесса 1A, принадлежит P ′.

Докажем, что P ′ ⊆ P. Достаточно доказать, что любой непре-
рывный слева, F-согласованный случайный процесс X = {Xt, t ≥ 0}
измерим относительно σ-алгебры P. Определим случайный процесс
X(n) = {X(n)

t , t ≥ 0} для любого n ∈ N, положив

X
(n)
t = X01{0}(t) +

∞∑
k=1

X(k−1)2−n1((k−1)2−n,k2−n](t), t ∈ R+. (3.10.1)

Заметим, что limn→∞X
(n)
t = Xt для любого t ∈ R+ в силу непрерыв-
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ности слева случайного процесса X. Для любого A ∈ B(Rd) множе-
ство {(t,ω) ∈ R+ × Ω: X(k−1)2−n(ω)1((k−1)2−n,k2−n](t) ∈ A}, а также
множество {(t,ω) ∈ R+×Ω : X0(ω)1{0}(t) ∈ A} являются предсказу-
емыми прямоугольниками. Это означает, что каждое слагаемое ряда
(3.10.1) является P-измеримой функцией, и, следовательно, случай-
ный процесс X(n) измерим относительно σ-алгебры P. По теореме
1.5.7 случайный процесс X измерим относительно σ-алгебры P, так
как является пределом P-измеримых случайных процессов. J

3.10.3. Теорема. (i) Предсказуемая σ-алгебра P порождается
множествами вида [[τ,∞)) = {(t,ω) ∈ R+ × Ω: τ(ω) < t}, где τ
пробегает множество всех предсказуемых марковских моментов.
(ii) Для любого предсказуемого марковского момента τ и для лю-
бого F-марковского момента σ стохастические отрезки [[τ,σ]] и
((σ, τ]] принадлежат P. (iii) Для любых предсказуемых марковских
моментов τ и σ стохастический отрезок [[τ,σ)) принадлежит P.

I (i). Обозначим P ′′ сигма-алгебру, порожденную множествами
вида [[τ,∞)), где τ пробегает множество всех предсказуемых мар-
ковских моментов. При доказательстве теоремы 3.8.14 было уста-
новлено, что множество [[τ,∞)) принадлежит предсказуемой сигма-
алгебре P. Поэтому P ′′ ⊆ P.

Докажем, что P ⊆ P ′′. Для этого достаточно доказать, что все
предсказуемые прямоугольники принадлежат P ′′. В примере 3.7.2
доказано, что для любых β ≥ 0 и F ∈ Fβ функция σ = β1F +∞1F c
является предсказуемым марковским моментом. Отсюда следует,
что [β,∞) × F = [[σ,∞)) ∈ P ′′. В примере 3.7.2 также доказа-
но, что для любого F-марковского момента τ и для любого n ∈ N
функция τ + 1/n является предсказуемым марковским моментом.
Отсюда следует, что ((τ,∞)) = ∪∞n=1[[τ + 1/n,∞)) ∈ P ′′. В част-
ности, если τ = α1F +∞1F c для некоторых α ≥ 0 и F ∈ Fα, то
(α,∞) × F = ((τ,∞)) ∈ P ′′. В качестве следствия получается, что
предсказуемый прямоугольник (α,β]×F с 0 ≤ α < β и F ∈ Fα при-
надлежит сигма-алгебре P ′′, так как (α,β]×F = ((τ,∞)) \ ((σ,∞)).
Измеримый прямоугольник {0} × F с F ∈ F0 также принадлежит
P ′′, так как {0} × F = [[σ,∞)) \ ((σ,∞)) ∈ P ′′, где σ = 01F +∞1F c .
Тем самым доказано, что все предсказуемые прямоугольники при-
надлежат сигма-алгебре P ′′ и P ⊆ P ′′.

(ii). Утверждение фактически доказано в (i). Было доказано,
что [[τ,∞)) ∈ P для любого предсказуемого марковского момента
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τ и ((σ,∞)) ∈ P для любого F-марковского момента σ. Поэтому
множества [[τ,σ]] = [[τ,∞)) \ ((σ,∞)) и ((σ, τ)) = ((σ,∞)) \ [[τ,∞))
принадлежат P.

(iii). Для любых предсказуемых марковских моментов τ и σ
стохастический отрезок [[τ,σ)) = [[τ,∞)) \ [[σ,∞)) принадлежит P,
так как является разностью двух предсказуемых множеств. J

3.10.4. Теорема. Любой предсказуемый случайный процесс яв-
ляется прогрессивно измеримым.

I Теорема фактически является следствием теоремы 3.8.9. Там
было доказано, что P ⊆ Ppg. J

3.10.5. Теорема. Если случайный процесс X = {Xt, t ≥ 0} яв-
ляется предсказуемым, то для любого предсказуемого марковского
момента τ функция 1{τ<∞}Xτ является Fτ−-измеримой.

I Предположим, что случайный процесс X непрерывен слева
и согласован с фильтрацией F. По теореме 3.9.10 случайный процесс
X является прогрессивно измеримым. Возьмем любую предвещаю-
щую последовательность {τn}n≥1 для τ. Напомним, что τn ≤ τ и на
множестве {τ > 0} выполняется строгое неравенство τn < τ для всех
n ∈ N. Поэтому τn <∞ для всех n ∈ N. Функция Xτn : Ω→ Rd изме-
рима относительно сигма-алгебры Fτn по теореме 3.9.15 и, следова-
тельно, измерима относительно сигма-алгебры Fτ− в силу теоремы
3.7.4. По теореме 3.6.10 функция τ измерима относительно Fτ− и,
следовательно, {τ < ∞} ∈ Fτ−. Поэтому произведение 1{τ<∞}Xτn
является Fτ−-измеримой функцией. Так как случайный процесс X
непрерывен слева, то 1{τ<∞}Xτ = limn→∞ 1{τ<∞}Xτn . По теореме
1.5.7 функция Xτ измерима относительно сигма-алгебры Fτ−.

Обозначим L класс множеств A ∈ P, для которых функция
1{τ<∞}1A измерима относительно σ-алгебры Fτ−.Множество R+×Ω
принадлежит L, так как его индикаторная функция, тождественно
равная единице, Fτ−-измерима. Если A,B ∈ L и A ⊂ B, то B\A ∈ L,
так как функция 1{τ<∞}1B\A = 1{τ<∞}1B − 1{τ<∞}1A, будучи раз-
ностью Fτ−-измеримых функций, Fτ−-измерима. Если An ∈ L и
An ⊆ An+1 для всех n ∈ N, то A = ∪∞n=1An ∈ L, так как функ-
ция 1{τ<∞}1A = limn→∞ 1{τ<∞}1An измерима относительно Fτ− по
теореме 1.5.7. Из сказанного следует, что L является λ-классом. Он
содержит все предсказуемые прямоугольники, так как их индика-
торные функции F-согласованы и непрерывны слева. По теореме
1.2.7 выполняется равенство L = P.
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По доказанному выше для любого предсказуемого множества
A функция 1{τ<∞}1A является Fτ−-измеримой. По теореме 1.5.11
функция 1{τ<∞}Xτ измерима относительно Fτ− для любого просто-
го предсказуемого случайного процесса X = {Xt, t ≥ 0},

X =

n∑
k=1

ck1Ak , ck ∈ R, Ak ∈ P, k = 1, . . . , n. (3.10.2)

По следствию 1.5.10 для любого предсказуемого случайного про-
цесса X существует последовательность {X(n)}n≥1 простых пред-
сказуемых случайных процессов {X(n)} = {X(n)

t , t ≥ 0} такая, что
limn→∞X

(n)
t = Xt для любого t ∈ R+. Отсюда, в свою очередь, сле-

дует, что limn→∞ 1{τ<∞}X
(n)
τ = 1{τ<∞}Xτ. По теореме 1.5.7 функция

1{τ<∞}Xτ измерима относительно сигма-алгебры Fτ−. J
3.10.6. Теорема. Для любого F-марковского момента τ и для

любого предсказуемого процесса X = {Xt, t ≥ 0} случайный процесс
Xτ = {Xt∧τ, t ≥ 0} является предсказуемым.

I Предположим, что случайный процесс X непрерывен слева и
согласован с фильтрацией F. Тогда случайный процесс Xτ непреры-
вен слева и согласован с фильтрацией F по теореме 3.9.15. Поэтому
Xτ является предсказуемым случайным процессом.

Напомним обозначение R класса предсказуемых прямоуголь-
ников. При доказательстве теоремы 3.10.5 было отмечено, что инди-
каторная функция 1A любого множества A ∈ R является непрерыв-
ным слева, F-согласованным случайным процессом. Поэтому (1A)τ

является предсказуемым случайным процессом.
Обозначим L класс предсказуемых множеств A ∈ P, для кото-

рых случайный процесс (1A)τ является предсказуемым процессом.
Докажем, что L является λ-классом. Множество Ω принадлежит L,
так как (1Ω)τ = 1Ω = 1. Если A,B ∈ L и A ⊂ B, то B\A ∈ L, так как
(1B − 1A)τ = (1B)τ − (1A)τ и разность двух предсказуемых процес-
сов является предсказуемым процессом. Если An ∈ L и An ⊆ An+1

для всех n ∈ N, то A = ∪∞n=1An ∈ L, так как (1A)τ = limn→∞(1An)τ

и поточечный предел последовательности предсказуемых процессов
является предсказуемым процессом. Тем самым доказано, что L яв-
ляется λ-классом. Так как R ⊆ L, то по теореме Серпинского (тео-
рема 1.2.7) P = σ(R) ⊆ L и, следовательно, L = P.

Если случайный процесс X = {Xt, t ≥ 0} имеет вид (3.10.2), то
Xτ является предсказуемым процессом. По следствию 1.5.10 любой



ГЛАВА 3. СВОЙСТВА СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ 187

предсказуемый процесс X является поточечным пределом некото-
рой последовательности {X(n)}n≥1 случайных процессов указанного
вида. Отсюда следует, что случайный процесс Xτ является предска-
зуемым процессом, так как Xτ = limn→∞(X(n))τ. J

3.11. Момент первого попадания

Понятие первого попадания случайного процесса в данное мно-
жество является важным инструментом для исследования свойств
случайных процессов. При некоторых условиях момент первого по-
падания является марковским моментом. Предполагается, что все
рассматриваемые далее случайные процессы X = {Xt, t ∈ T} опре-
делены на вероятностном пространстве (Ω,F ,P) и принимают зна-
чения в евклидовом пространстве Rd. Понятия согласованности и
марковского момента определяются относительно данной фильтра-
ции FT = {Ft : Ft ⊆ F , t ∈ T} с борелевским множеством T ⊆ R.

3.11.1. Определение. Пусть даны множество A ⊆ Rd и слу-
чайный процесс X = {Xt, t ∈ T}. Функция τA : Ω→ T ∪ {∞},

τA(ω) =

{
inf{t ∈ T : Xt(ω) ∈ A}, если ω ∈ ∪t∈T {Xt ∈ A},

∞, если ω ∈ (∪t∈T {Xt ∈ A})c,

называется моментом первого попадания случайного процесса X в
множество A.

3.11.2. Теорема. Если случайный процесс X = {Xt, t ∈ T}
согласован с фильтрацией FT со счетным множеством T, то мо-
мент первого попадания τA случайного процесса X в любое борелев-
ское множество A ⊆ Rd является FT -марковским моментом.

I Если t∗ ∈ T, то {τA = t∗} = {Xt∗ ∈ A} ∈ Ft∗ . Если t ∈ T и
t > t∗, то {τA = t} = ∩T3s<t{Xs /∈ A} ∩ {Xt ∈ A} ∈ Ft. По теореме
3.6.3 функция τA является FT -марковским моментом. J

3.11.3. Пример. Пусть даны независимые, одинаково распре-
деленные вещественные случайные величины ξn, n ∈ N. Обозна-
чим τ момент первого попадания последовательности {Xn}n≥1 сумм
Xn = ξ1 + · · ·+ ξn в множество A = (−∞,−a]∪ [b,∞), a, b > 0. Если
P{ξ1 = 0} < 1, то существует γ > 0 такое, что E exp {γτ} <∞.

I В силу условия P{ξ1 = 0} < 1 найдется число λ > 0 такое,
что P{ξ1 ≥ λ} = δ > 0 или P{ξ1 ≤ −λ} = δ > 0. Предположим,
например, что P{ξ1 ≥ λ} = δ > 0. Для любого m ∈ N,m > (a+ b)/λ,
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справедливы следующие соотношения

P{Xm > a+ b} ≥ P{ξk ≥ λ, k = 1, . . . ,m,Xm > a+ b} =

= P{ξk ≥ λ, k = 1, . . . ,m} = δm.

Для любых m, k ∈ N,m > (a+ b)/λ, справедливы неравенства

P{τ > km} ≤ P{−a < Xrm < b, r = 1, . . . , k} ≤
≤ P{|Xm| ≤ a+ b, max

2≤r≤k
|Xrm −X(r−1)m| ≤ a+ b} =

= P{|Xm| ≤ a+ b}
k∏
r=2

P{|Xrm −X(r−1)m| ≤ a+ b} ≤ (1− δm)k.

Если δ = 1, то τ ограничена числом m и E exp{γτ} <∞ для любого
γ > 0. Если 0 < δ < 1, то для любого γ ∈ (0,−m−1 ln(1 − δm))
величина E exp{γτ} конечна. Действительно,

E exp {γτ} ≤ 1 +
∞∑
k=0

E(eγτ1{km<τ≤(k+1)m}) ≤

≤ 1 +
∞∑
k=0

eγ(k+1)mP{km < τ ≤ (k + 1)m} ≤

≤ 1 + eγm
∞∑
k=0

ek(γm+ln(1−δm)) <∞. J

3.11.4. Теорема. Пусть дан регулярный справа случайный
процесс X = {Xt, t ∈ T}, согласованный с фильтрацией FT с вы-
пуклым множеством T, t∗ ∈ T. Тогда для любого замкнутого мно-
жества A ⊆ Rd функция τA = inf{t ∈ T : Xt ∈ A или Xt− ∈ A}
является FT -марковским моментом.

I Функция ρ(x,A) = inf{‖x − y‖ : y ∈ A}, x ∈ Rd, называ-
ется расстоянием между точкой x и множеством A. Нетрудно убе-
диться, что она непрерывна. Поэтому для любого n ∈ N множе-
ство An = {x ∈ Rd : ρ(x,A) < 1/n} является открытым. Обозначим
Dt = {Xt ∈ A или Xt− ∈ A}∪∩∞n=1∪s∈Q∩[t∗,t) {ρ(Xs, A) < 1/n}. Мно-
жество Dt принадлежит σ-алгебре Ft, так как оно является счетным
объединением множеств из Ft. Чтобы убедиться, что функция τA
является F-марковским моментом, достаточно доказать равенство

{τA ≤ t} = Dt для любого t ∈ T. (3.11.1)
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Докажем сначала, что {τA ≤ t} ⊆ Dt. Пусть ω ∈ {τA ≤ t}.
Если τA(ω) = t, то Xt(ω) ∈ A и, следовательно, ω ∈ Dt. Если
τA(ω) < t, то найдутся числа Q ∩ T 3 tn < t, n ∈ N, такие, что
tn ↓ τA(ω). Так как случайный процесс X непрерывен справа, то
limn→∞ ρ(Xtn(ω), A) = 0 и, следовательно, XτA(ω) ∈ A. Для любого
n ∈ N найдется mn ∈ N такое, что ρ(Xtk(ω), A) < 1/n для всех
k ≥ mn. Это означает, что ω ∈ Dt, другими словами, {τA ≤ t} ⊆ Dt.

Для доказательства равенства (3.11.1) достаточно убедиться,
что Dt ⊆ {τA ≤ t}. Пусть ω ∈ Dt. Если Xt(ω) ∈ A, то τ(ω) ≤ t.
Если Xt(ω) /∈ A, то ρ(Xsn(ω), A) < 1/n для бесконечного чис-
ла чисел sn ∈ Q, t∗ ≤ sn < t, n ∈ N. Найдется монотонная под-
последовательность {skn}n≥1 ⊆ {sn}n≥1, сходящаяся к некоторому
s ∈ T, s ≤ t. Так как случайный процесс X регулярен справа, то
имеет место сходимость limn→∞Xskn

(ω) = Xs(ω) ∈ A, если sk,n ↓ s,
и limk→∞Xsn(ω) = Xs−(ω) ∈ A, если skn ↑ s. Тем самым доказано,
что D ⊆ {τA ≤ t}. J

3.11.5. Следствие. Пусть дан непрерывный случайный про-
цесс X = {Xt, t ∈ T}, согласованный с фильтрацией FT с выпуклым
множеством T, t∗ ∈ T. Тогда момент первого попадания τA случай-
ного процесса X в любое замкнутое множество A ⊆ Rd является
FT -марковским моментом.

I В силу непрерывности случайного процесса X выполняется
равенство inf{t ∈ T : Xt ∈ A или Xt− ∈ A} = inf{t ∈ T : Xt ∈ A}.
Следствие выполняется по теореме 3.11.4. J

3.11.6. Теорема. Если непрерывный справа случайный процесс
X = {Xt, t ∈ T} согласован с непрерывной справа фильтрацией FT
с выпуклым множеством T, t∗ ∈ T, то момент первого попадания
τA случайного процесса X в любое открытое множество A ⊆ Rd

является FT -марковским моментом.
I Убедимся, что для любого t ∈ T справедливо равенство

{τA < t} = ∪s∈Q∩[t∗,t)({Xt∗ ∈ A} ∪ {Xs ∈ A}). (3.11.2)

Очевидно, что множество справа является частью множества слева.
Поэтому достаточно доказать, что множество слева является частью
множества справа. Пусть t ∈ T, t∗ < t, и τA(ω) < t для некоторо-
го ω ∈ Ω. Найдутся числа tn ∈ [t∗, t), n ∈ N, такие, что Xtn ∈ A
и tn ↓ τ(ω). Так как множество Q ∩ [t∗, t) всюду плотно в [t∗, t),
то для любого tn найдутся числа sn,m ∈ Q ∩ [t∗, t),m ∈ N, такие,
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что t > sn,m ↓ tn и Xsn,m(ω) → Xtn(ω) при m → ∞. Поэтому
Xsn,m(ω) ∈ A для бесконечного числа sn,m ∈ [t∗, t), и, следователь-
но, ω принадлежит множеству справа в (3.11.2). Тем самым равен-
ство (3.11.2) доказано. Множество справа в (3.11.2) принадлежит
сигма-алгебре Ft, так как {Xs ∈ A} ∈ Fs для любого s ∈ T. В силу
равенства (3.11.2) множество {τA < t} принадлежит Ft. Если t∗ ∈ T,
то {τA = ∞} = ∩t∈[t∗,t∗]{Xt ∈ Ac}. Так как все траектории слу-
чайного процесса X непрерывны справа, то выполняется равенство
∩t∈[t∗,t∗]{Xt ∈ Ac} = ∩t∈(t∗,t∗)∩Q{Xt ∈ Ac} ∩ {Xt∗ ∈ Ac} ∩ {Xt∗ ∈ Ac}.
Последнее множество является пересечением счетного числа собы-
тий из Ft∗ , и, следовательно, {τA = ∞} ∈ Ft∗ . По теореме 3.6.4
функция τA является FT -марковским моментом. J

3.11.7. Теорема. Пусть дан регулярный справа случайный
процесс X = {Xt, t ≥ 0}, согласованный с непрерывной справа филь-
трацией F = {Ft : Ft ⊆ F , t ≥ 0}. Тогда для любого c > 0 функции
τ1 =inf{t ≥ 0: ‖Xt−X0‖> c}, τn+1 =inf{t ≥ 0: t > τn, ‖Xt−Xτn‖> c},
n ∈ N, являются F-марковскими моментами.

I По теореме 3.11.6 применительно к случайному процессу
{Xt −X0, t ≥ 0} функция τ1 является F-марковским моментом. Да-
лее можно рассуждать по индукции. Предположим, что для некото-
рого n ∈ N функция τn является F-марковским моментом. Нетрудно
убедиться, что для любого t > 0 выполняется равенство

{τn+1 < t} = ∪Q+3q<t{τn < q, ‖Xq −Xτn‖ > c}. (3.11.3)

Докажем, что каждое множество-слагаемое принадлежит σ-алгебре
Ft. С этой целью заметим, что

{τn < q, ‖Xq −Xτn‖ > c} =

= ∩∞m=1 ∪s∈Q+ {τn < s < q, s− τn < 1/m, ‖Xq −Xs‖ > c}.

Каждое множество {τn < s < q, s − τn < 1/m, ‖Xq − Xs‖ > c}
принадлежит Ft, так как τn является F-марковским моментом и
случайный процесс X согласован с фильтрацией F. Множество
{τn < q, ‖Xq − Xτn‖ > c} принадлежит Ft, так как является ком-
бинацией счетного числа множеств из Ft. В силу равенства (3.11.3)
множество {τn+1 < t} принадлежит Ft. По теореме 3.6.4 функция
τn+1 является F-марковским моментом. J

Более глубокие утверждения о моменте первого попадания
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можно доказать при дополнительных условиях на вероятностное
пространство и фильтрацию.

3.11.8. Теорема. Если вероятностное пространство (Ω,F ,P)
и фильтрация F = {Ft : Ft ⊆ F , t ≥ 0} удовлетворяют обычным
условиям, то момент первого попадания τA любого прогрессивно
измеримого случайного процесса X = {Xt, t ≥ 0} в любое борелев-
ское множество A ⊆ Rd является F-марковским моментом.

I Обратим внимание, что функция τA является дебютом мно-
жества B = {(s,ω) ∈ R+ × Ω: Xs(ω) ∈ A}. По теореме 3.9.8 множе-
ство B прогрессивно измеримо. По теореме 3.8.6 функция τA явля-
ется F-марковским моментом. Повторим сказанное более подробно.
Для любого t ∈ R+ множество {τA < t} является проекцией множе-
ства B ∩ ([0, t)× Ω) ∈ Bt ⊗ Ft. По теореме 3.8.3 множество {τA < t}
принадлежит сигма-алгебре Ft. По теореме 3.6.4 функция τA явля-
ется марковским моментом относительно фильтрации FT . J

Предположение о прогрессивной измеримости случайного про-
цесса важно для справедливости теоремы 3.11.8.

3.11.9. Пример. Пусть (Ω,F ,P) и F обозначают вероятност-
ное пространство и фильтрацию, построенные в примере 3.9.17. Мо-
мент первого попадания τA случайного процесса X, построенного
в примере 3.9.17, в одноточечное множество A = {1} не является
марковским моментом, так как {τA ≤ 1/2} = [0, 1/2] /∈ F ∈ F.

3.11.10. Теорема. Предположим, что вероятностное про-
странство (Ω,F ,P) и фильтрация F = {Ft : Ft ⊆ F , t ≥ 0} удовле-
творяют обычным условиям. (i) Для любого предсказуемого непре-
рывного справа вещественного случайного процесса X = {Xt, t ≥ 0}
и для любого c ∈ R функция τc = inf{t ≥ 0: Xt ≥ c} является
предсказуемым F-марковским моментом. (ii) Для любого предска-
зуемого непрерывного справа случайного процесса X = {Xt, t ≥ 0}
и для любых c, d ∈ R+, функция τc,d = inf{t ≥ c : ‖Xt − Xc‖ ≥ d}
является предсказуемым F-марковским моментом.

I (i). По теореме 3.10.4 предсказуемый случайный процесс X
прогрессивно измерим. Поэтому, в силу теоремы 3.11.8, функция
τc является F-марковским моментом. По теореме 3.10.3 стохасти-
ческий отрезок [[0, τc]] принадлежит предсказуемой σ-алгебре P.
Множество X−1([c,∞)) = {(t,ω) ∈ R+ × Ω: Xt(ω) ≥ c}, будучи
прообразом борелевского множества [c,∞) относительно предсказу-
емого случайного процесса, принадлежит P. Отсюда следует, что
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[[τc]] = [[0, τ]] ∩ X−1([c,∞)) ∈ P. По теореме 3.8.14 функция τc яв-
ляется предсказуемым F-марковским моментом.

(ii). Функция τc,d является суммой τc,d = c + σ числа c > 0 и
функции σ = inf{t ≥ 0 : ‖Xt+c − Xc‖ ≥ d}. Вещественный случай-
ный процесс {‖Xt+c − Xc‖, t ≥ 0} является предсказуемым относи-
тельно фильтрации {Ft+c, t ≥ 0}. По доказанному в (i) функция σ
является предсказуемым марковским моментом относительно филь-
трации {Ft+c, t ≥ 0}. Убедимся, что функция τc,d = c + σ являет-
ся предсказуемым F-марковским моментом. Возьмем какую-нибудь
предвещающую последовательность {σn}n≥1 для σ и обозначим
τn = c+σn.Функция τn является F-марковским моментом. Действи-
тельно, {τn ≤ t} = ∅ ∈ Ft для 0 ≤ t < c и {τn ≤ t} = {σ ≤ t−c} ∈ Ft
для t ≥ c. Далее, последовательность {τn}n≥1 возрастает и сходится
к функции τc,d. На множестве {τc,d > 0} = {σ > 0} выполняется
неравенство τn < τc,d для всех n ∈ N. Это означает, что последова-
тельность {τn}n≥1 предвещает τc,d. J

3.11.11. Задача. Пусть регулярный слева случайный процесс
X = {Xt, t ∈ T} согласован с непрерывной справа фильтрацией FT
с выпуклым множеством T, t∗ ∈ T. Доказать, что момент первого
попадания τA случайного процесса X в любое открытое множество
A ⊆ Rd является FT -марковским моментом.

3.12. Равномерно интегрируемые процессы

Равномерная интегрируемость является полезным свойством,
которым могут обладать случайные процессы. Предполагается, что
все случайные процессы определены на вероятностном пространстве
(Ω,F ,P) и принимают вещественные значения.

3.12.1. Определение. Случайный процесс X = {Xt, t ∈ T}
называется равномерно интегрируемым, если

lim
λ→∞

sup
t∈T

∫
{|Xt|>λ}

|Xt| dP = 0. (3.12.1)

Заметим, что равномерно интегрируемый случайный процесс X яв-
ляется интегрируемым, другими словами, E|Xt| <∞ для всех t ∈ T.

3.12.2. Замечание. (i) Любое конечное множество интегри-
руемых случайных величин равномерно интегрируемо.
(ii) Любая часть {Xt, t ∈ T ′ ⊂ T} равномерно интегрируемого слу-
чайного процесса X равномерно интегрируема.
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I Оба утверждения непосредственно вытекают из определения
равномерной интегрируемости. J

3.12.3. Замечание. Пусть даны равномерно интегрируемый
случайный процесс X = {Xt, t ∈ T} и некоторый случайный процесс
Y = {Yt, t ∈ T}. Если для любого t ∈ T выполняется неравенство
|Yt| ≤ |Xt| п.в., то случайный процесс Y равномерно интегрируем.

I Замечание является следствием следующих соотношений

lim
λ→∞

sup
t∈T

∫
{|Yt|>λ}

|Yt| dP ≤ lim
λ→∞

sup
t∈T

∫
{|Xt|>λ}

|Xt| dP = 0. J

3.12.4. Следствие. Пусть дан произвольный случайный про-
цесс X = {Xt, t ∈ T}. Если случайный процесс X+ = {X+

t , t ∈ T}
равномерно интегрируем, то для любого a < 0 случайный процесс
{Xt ∨ a, t ∈ T} равномерно интегрируем.

I Следует воспользоваться неравенством |Xt ∨ a| ≤ X+
t + |a| и

затем применить замечание 3.12.3. J
Следующая теорема содержит критерий равномерной интегри-

руемости случайных величин.
3.12.5. Теорема. Случайный процесс X = {Xt, t ∈ T} равно-

мерно интегрируем тогда и только тогда, когда выполнены усло-
вия: (i) supt∈T E|Xt| <∞;
(ii) для любого ε > 0 существует δ > 0 такое, что

sup
A∈F :P{A}<δ

sup
t∈T

E(|Xt|1A) < ε. (3.12.2)

I Предположим, что случайный процесс X является равномерно
интегрируемым. Тогда supt∈T E(|Xt|1{|Xt|>λ}) ≤ 1 для некоторого
λ > 0. Отсюда следует (i), так как

E|Xt| = E(|Xt|1{|Xt|≤λ}) + E(|Xt|1{|Xt|>λ}) ≤ λ+ 1.

В силу условия (3.12.1) для любого ε > 0 найдется λ > 0 такое, что
E(|Xt|1{|Xt|>λ})< ε/2 для всех t ∈ T. Отсюда следует условие (3.12.2)
с δ = ε/(2λ), так как, для любых t ∈ T и A ∈ F ,P{A} < δ = ε/(2λ),∫

A
|Xt| dP =

∫
A∩{|Xt|≤λ}

|Xt| dP +

∫
A∩{|Xt|>λ}

|Xt| dP ≤

≤ λP{A}+

∫
{|Xt|>λ}

|Xt| dP < ε.
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Предположим теперь, что выполняются условия (i) и (ii). Для
любого ε > 0 найдется δ > 0, для которого выполняется (3.12.2).
В силу (i) и неравенства Маркова –Чебышева λP{|Xt| > λ} ≤ E|Xt|
найдется λ0 > 0 такое, что supt∈T P{|Xt| > λ0} < δ и, в силу (3.12.2),

lim sup
λ→∞

sup
t∈T

∫
{|Xt|>λ}

|Xt| dP < ε.

Отсюда следует (3.12.1), так как число ε > 0 можно взять произ-
вольно малым. J

3.12.6. Следствие. Если случайные процессы X = {Xt, t ∈ T}
и Y = {Yt, t ∈ T} равномерно интегрируемы, то случайные процес-
сы X ± Y = {Xt ± Yt, t ∈ T} равномерно интегрируемы.

3.12.7. Теорема. Если расширенная случайная величина ξ ин-
тегрируема, то семейство {E(ξ|G) : G ⊆ F}, где G-сигма-алгебра,
равномерно интегрируемо.

I По теореме 2.5.4 выполняются неравенства

E|E(ξ|G)| ≤ EE(|ξ||G) = E|ξ|, |E(ξ|G)| ≤ E(|ξ||G) п.в.

Отсюда следует, что∫
{|E(ξ|G)|>λ}

|E(ξ|G)| dP ≤
∫

{|E(ξ|G)|>λ}

E(|ξ||G) dP =

∫
{|E(ξ|G)|>λ}

|ξ| dP

для любого λ > 0. По замечанию 3.12.2 интеграл справа стремится
к нулю при λ→∞ равномерно по G ⊆ F , так как

P{|E(ξ|G)| > λ} ≤ E|E(ξ|G)|
λ

≤ E|ξ|
λ
→ 0 при λ→∞.

Семейство {E(ξ|G) : G ⊆ F} удовлетворяет условию (3.12.1). J
Имеется еще один критерий равномерной интегрируемости,

принадлежащий Валле Пуссену (Charles Jean de la Vallée Possin).
3.12.8. Теорема. Случайный процесс X = {Xt, t ∈ T} равно-

мерно интегрируем тогда и только тогда, когда существует из-
меримая функция φ : R+ → R+ такая, что

sup
t∈T

Eφ(|Xt|) <∞, lim
λ→∞

φ(λ)/λ =∞. (3.12.3)

I Предположим, что случайный процесс X равномерно инте-
грируем. Обозначим λ0 = 0. Для каждого n ∈ N найдется λn > 0



ГЛАВА 3. СВОЙСТВА СЛУЧАЙНЫХ ПРОЦЕССОВ 195

такое, что supt∈T ∫{|Xt|≥λn} |Xt|dP < 2−n. Числа λn, n ∈ N, можно
выбрать такими, что 2λn < λn+1 для всех n ∈ N. Неотрицательная
функция g(λ) =

∑∞
k=1 k1[λk−1,λk)(λ), λ ∈ R+, возрастает до бесконеч-

ности. Убедимся, что функция φ(λ) =
∫ λ

0 g(u)du, λ ∈ R+, удовлетво-
ряет условиям (3.12.3). Действительно,

lim
λ→∞

1

λ
φ(λ) ≥ lim

λ→∞

1

λ

∫ λ

λ/2
g(t) dt ≥ lim

λ→∞
2−1g(λ/2) =∞.

Далее, для любого t ∈ T справедливы соотношения

Eφ(|Xt|) = E
∫ |Xt|

0
g(λ) dλ = E

∫ ∞
0

1[0,|Xt|](λ)g(λ) dλ =

=
∞∑
n=1

E
∫ λn

λn−1

1[0,|Xt|](λ)g(λ) dλ =
∞∑
n=1

nE
∫ λn

λn−1

1[0,|Xt|](λ) dλ =

=
∞∑
n=1

n

∫ λn

λn−1

P{|Xt| ≥ λ} dλ ≤
∞∑
n=1

n

∫ ∞
λn−1

P{|Xt| ≥ λ} dλ.

Интегрирование по частям приводит к равенству∫
{|Xt|≥λn−1}

|Xt| dP = λn−1P{|Xt| ≥ λn−1}+

∫ ∞
λn−1

P{|Xt| ≥ λ} dλ.

Отсюда, в силу выбора чисел λn, следует, что∫ ∞
λn−1

P{|Xt| ≥ λ} dλ ≤
∫
{|Xt|≥λn−1}

|Xt| dP ≤ 2−(n−1), n ≥ 2.

Из приведенных неравенств следует, что

Eφ(|Xt|) ≤
∞∑
n=1

n

∫ ∞
λn−1

P{|Xt| ≥ λ} dλ ≤ E|Xt|+
∞∑
n=2

n2−(n−1).

Отсюда и из теоремы 3.12.5 следует (3.12.3).
Предположим теперь, что существует измеримая функция

φ : R+ → R+ со свойствами (3.12.3). Положим c = supt∈T Eφ(|Xt|)+1.
Для любого ε > 0 найдется b > 0 такое, что φ(λ)/λ > c/ε для всех
λ > b. Для любых λ > b и t ∈ T справедливы неравенства∫

{|Xt|>λ}
|Xt| dP ≤ ε

c

∫
{|Xt|>λ}

φ(|Xt|) dP ≤ ε.
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Отсюда следует (3.12.1), так как число ε > 0 можно взять произ-
вольно малым. J

3.12.9. Теорема. Пусть даны случайные величины Xn такие,
что E|Xn|p <∞ для всех n ∈ N и для некоторого p > 0.
(i) Если последовательность {|Xn|p}n≥1 равномерно интегрируема
и последовательность {Xn}n≥1 сходится по вероятности к неко-
торой случайной величине, то E|X|p <∞ и

lim
n→∞

E|Xn −X|p = 0. (3.12.4)

(ii) Если условие (3.12.4) выполняется, то E|X|p < ∞, последова-
тельность {Xn}n≥1 сходится по вероятности к X, последователь-
ность {|Xn|p}n≥1 равномерно интегрируема.

I (i). По теореме 1.5.14 найдется последовательность {Xkn}n≥1,
сходящаяся п.в. к X. По теореме 1.6.4 выполняются неравенства
E|X|p ≤ limn→∞ E|Xkn |p ≤ supn≥1 E|Xn|p < ∞. В силу неравенства
|Xn − X|p ≤ 2p(|Xn|p + |X|p), замечания 3.12.3 и следствия 3.12.6
последовательность {|Xn −X|p}n≥1 равномерно интегрируема. По-
этому, в силу (3.12.1), для любого ε > 0 найдется λ > 0 такое, что
E(|Xn −X|p1{|Xn−X|>λ}) < ε для всех n ∈ N. К последовательности
{|Xn−X|p1{|Xn−X|≤λ}}n≥1 применима теорема об ограниченной схо-
димости, по которой limn→∞ E(|Xn−X|p1{|Xn−X|≤λ}) = 0. Отсюда и
из равенства

E|Xn −X|p = E(|Xn −X|p1{|Xn−X|≤λ}) + E(|Xn −X|p1{|Xn−X|>λ})

следует, что lim supn→∞ E|Xn − X|p ≤ ε, и, следовательно, (3.12.4)
выполняется, так как число ε > 0 можно взять произвольно малым.

(ii). Заметим, что E|X|p ≤ 2p(E|Xn|p+ E|Xn−X|p) <∞. В силу
неравенства Маркова –Чебышева εpP{|Xn − X| > ε} ≤ E|Xn − X|p
для любого ε > 0 и условия (3.12.4) последовательность {Xn}n≥1

сходится по вероятности к случайной величине X. Убедимся, что по-
следовательность {|Xn −X|p}n≥1 удовлетворяет условиям теоремы
3.12.5. Действительно, из (3.12.4) следует, что supn≥1 E|Xn −X|p <
∞. Для любого ε > 0 найдетсяm ∈ N такое, что supn>m E|Xn−X|p <
ε/2. Найдется δ > 0 такое, что max1≤n≤m E(|Xn−X|p1A) < ε для лю-
бого A ∈ F , P{A} < δ и, следовательно, supn≥1 E(|Xn −X|p1A) < ε.
В силу неравенства |Xn|p ≤ 2p(|X|p + |Xn −X|p) и замечания 3.12.3
последовательность {|Xn|p}n≥1 равномерно интегрируема. J
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3.12.10. Определение. Последовательность {Xn}n≥1 инте-
грируемых случайных величин сходится слабо к интегрируемой
случайной величине X, если limn→∞ E(XnY ) = E(XY ) для любой
ограниченной почти всюду случайной величины Y.

Любые два слабых предела X и X ′ для одной последователь-
ности {Xn}n≥1 почти всюду равны. Действительно, так как∫

A
X dP =

∫
Ω
X1AdP = lim

n→∞

∫
Ω
Xn1A dP =

∫
Ω
X ′1A dP =

∫
A
X ′dP

для любого A ∈ F , то X = X ′ п.в. в силу теоремы 1.6.15.
Следующая теорема представляет собой часть критерия Дан-

форда –Петтиса (Nelson James Dunford, Billy James Pettis) о слабой
компактности семейств случайных величин.

3.12.11. Теорема. Любая равномерно интегрируемая после-
довательность {Xn}n≥1 случайных величин содержит некоторую
подпоследовательность {Xmn}n≥1, которая сходится слабо к неко-
торой интегрируемой случайной величине X.

I Доказательство теоремы будет разбито на несколько этапов.
(i). Обозначим F∞ = σ(Xn, n ∈ N) сигма-алгебру, порожденную про-
образами X−1

n (A), n ∈ N, борелевских множеств A ⊆ R. Докажем,
что существует счетная алгебра A, которая порождает F∞. Обозна-
чим L класс множеств вида {Xn < r,Xm ≥ q}, n,m,∈ N, r, q ∈ Q, и
их дополнений, а также класс M всех конечных пересечений мно-
жеств из класса L. Напомним, что Q обозначает множество всех ра-
циональных чисел. Класс A всех конечных объединений изM, как
нетрудно видеть, является алгеброй. Она содержит счетное число
множеств. Алгебра A является частью σ-алгебры F∞ и, следова-
тельно, σ(A) ⊆ F∞. Чтобы доказать равенство F∞ = σ(A), доста-
точно убедиться, что X−1

n (A) ∈ σ(A) для любых n ∈ N и A ∈ B(R).
Для любого n ∈ N класс Ln множеств {Xn < r}, r ∈ Q, является
π-классом и порождает сигма-алгебру An = {X−1

n (A) : A ∈ B(R)}.
Множество {Xn < r} принадлежит σ(A), так как является объ-
единением {Xn < r} = ∪∞m=1{Xn < r,Xn+1 > −m} счетного чис-
ла множеств из класса L. По теореме 1.2.7 справедливо включение
An = σ(Ln) ⊆ σ(A). Требуемое равенство F∞ = σ(A) доказано.

(ii). По теореме 3.12.5 величина c = supn≥1 E|Xn| конеч-
на, так как последовательность {Xn}n≥1 равномерно интегриру-
ема. Запишем множества из алгебры A в виде последователь-
ности {Ar}r≥1. Последовательность {Xn}n≥1 содержит некоторую
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подпоследовательность {X
m

(1)
n
}n≥1 такую, что последовательность

{E(X
m

(1)
n

1A1)}n≥1 сходится. В свою очередь последовательность
{X

m
(1)
n
}n≥1 содержит некоторую подпоследовательность {X

m
(2)
n
}n≥1

такую, что последовательность {E(X
m

(2)
n

1A2)}n≥1 сходится. Рас-
суждая подобным образом, можно построить последовательности
{X

m
(r)
n
}n≥1, r ∈ N, такие, что последовательность {X

m
(r+1)
n
}n≥1 яв-

ляется подпоследовательностью последовательности {X
m

(r)
n
}n≥1, и

последовательность {E(X
m

(r)
n

1Ar)}n≥1 сходится. Отсюда следует, что
диагональная последовательность {X

m
(n)
n
}n≥1, которую мы обозна-

чим {Xmn}n≥1, обладает тем свойством, что для любого A ∈ A по-
следовательность {E(Xmn1A)}n≥1 сходится. Далее будет доказано,
что последовательность {Xmn}n≥1 сходится слабо к некоторой ин-
тегрируемой случайной величине X.

Докажем, что последовательность {E(Xmn1A)}n≥1 сходится
для любого A ∈ F∞. Обозначим Z класс множеств A ∈ F∞, для ко-
торых последовательность {E(Xmn1A)}n≥1 сходится. Докажем, что
он является λ-классом. Класс Z содержит Ω, так как Ω ∈ A ⊆ Z.
Если A,B ∈ Z и A ⊂ B, то B \ A ∈ Z, так как последователь-
ность E(Xmn1B\A) = E(Xmn1B) − E(Xmn1A), n ∈ N, сходится. Если
Am ∈ Z и Am ⊆ Am+1 для всех m ∈ N, то A = ∪∞m=1Am ∈ Z. Убе-
димся в этом. По теореме 3.12.5 для любого ε > 0 найдется δ > 0
такое, что supn≥1 E(|Xn|1B) < ε/2 для любого B ∈ F ,P{B} < δ.
По теореме 1.4.3 справедливо равенство limm→∞ P{Am} = P{A}.
Поэтому найдется m(δ) ∈ N такое, что P{A \Am(δ)} < δ и, следова-
тельно, supn≥1 E(|Xmn |1A\Am(δ)

) < ε/2. Из очевидных соотношений
|E(Xmn1A)− E(Xmn1Am(δ)

)| = |E(Xmn1A\Am(δ)
)| ≤ ε/2 и принадлеж-

ности множества Am(δ) к классу Z следует, что

− 1

2
ε+ lim

n→∞
E(Xmn1Am(δ)

) ≤ lim inf
n→∞

E(Xmn1A) ≤

≤ lim sup
n→∞

E(Xmn1A) ≤ lim
n→∞

E(Xmn1Am(δ)
) +

1

2
ε.

Отсюда, в свою очередь, следует, что

0 ≤ lim sup
n→∞

E(Xmn1A)− lim inf
n→∞

E(Xmn1A) ≤ ε.

Число ε > 0 можно взять произвольно малым. Поэтому последо-
вательность {E(Xmn1A)}n≥1 сходится. Тем самым доказано, что Z
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является λ-классом. Он содержит алгебру A. По теореме 1.2.7 спра-
ведливо включение F∞ = σ(A) ⊆ Z. Так как Z ⊆ F∞, то Z = F∞.

(iii). Обозначим µ{A} = limn→∞ E(Xmn1A) для A ∈ F∞ и дока-
жем, что функция µ является конечным зарядом. Функция µ огра-
ничена числом c = supn≥1 E|Xn|. Она конечно аддитивна, так как

µ{A∪B} ← E(Xmn1A∪B) = (E(Xmn1A)+E(Xmn1B))→ µ{A}+µ{B}

при n → ∞ для любых непересекающихся множеств A,B ∈ F∞.
Докажем, что функция µ счетно аддитивна. По теореме 1.4.4 доста-
точно проверить, что функция µ непрерывна сверху на пустом мно-
жестве. Если Am ∈ F∞, Am+1 ⊆ Am для всех m ∈ N и ∩∞m=1Am = ∅,
то limm→∞ P{Am} = 0 по теореме 1.4.3. По теореме 3.12.5 для лю-
бого ε > 0 найдется δ > 0 такое, что supn≥1 E(|Xn|1B) < ε/2 для
любого B ∈ F ,P{B} < δ. Найдется m(δ) ∈ N такое, что P{Am} < δ
для всех m ≥ m(δ) и, следовательно,

lim sup
n→∞

|µ{Am}| ≤ sup
m≥m(δ)

E(|Xmn |1Am) ≤ ε

и limn→∞ µ{Am} = 0, так как число ε > 0 можно взять произвольно
малым. Тем самым доказано, что функция µ счетно аддитивна.

(iv). Докажем, что существует интегрируемая, F∞-измеримая
случайная величина X такая, что

lim
n→∞

E(XmnY ) = E(XY ) (3.12.5)

для любой F∞-измеримой, ограниченной п.в. случайной величины
Y. Функция µ абсолютно непрерывна относительно вероятности P,
так как µ{A} = limn→∞ E(Xmn1A) = 0 для любого множества
A ∈ F∞ нулевой вероятности. По теореме Радона –Никодима су-
ществует F∞-измеримая, интегрируемая случайная величина X та-
кая, что µ{A} = ∫AX dP для любого A ∈ F∞. По доказанному в
(iii) утверждение (3.12.5) выполняется для индикаторной функции
Y = 1A любого множества A ∈ F∞. Действительно,

E(XmnY ) = E(Xmn1A)→ µ{A} =

∫
A
X dP = E(XY ).

В силу свойства линейности интегралов утверждение (3.12.5) вы-
полняется для любой простой случайной величины

Y =

m∑
k=1

ck1Ak , ck ∈ R, Ak ∈ F∞, k = 1, . . . ,m.
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По следствию 1.5.10 для любой ограниченной, F∞-измеримой слу-
чайной величины Y найдется последовательность {Ym}m≥1 простых,
F∞-измеримых случайных величин, которая сходится равномерно к
Y. Для любого ε > 0 найдется m(ε) ∈ N такое, что |Y − Ym(ε)| < ε и,
следовательно, |E(XmnY )− E(XmnYm(ε))| ≤ cε. Отсюда следует, что

− cε+ E(XYm(ε)) = −cε+ lim
n→∞

E(XmnYm(ε)) ≤ lim inf
n→∞

E(XmnY ) ≤

≤ lim sup
n→∞

E(XmnY ) ≤ lim
n→∞

E(XmnYm(ε)) + cε = E(XYm(ε)) + cε.

С учетом неравенства |E(XY )− E(XYm(ε))| ≤ εE|X| мы получим

− ε(c+ E|X|) + E(XY ) ≤ lim inf
n→∞

E(XmnY ) ≤

≤ lim sup
n→∞

E(XmnY ) ≤ E(XY ) + ε(c+ E|X|).

Отсюда следует (3.12.5), так как ε > 0 можно взять произвольно
малым. Убедимся, что утверждение (3.12.5) выполняется для любой
F∞-измеримой, ограниченной п.в. случайной величины Y. Действи-
тельно, если |Y | ≤ c п.в. для некоторого c > 0, то {|Y | > c} ∈ F∞ и
P{|Y | > c} = 0.Функция Y ′ = Y 1{|Y |≤c} ограничена и F∞-измерима,
и, следовательно, limn→∞ E(XmnY

′) = E(XY ′) = E(XY ). Последнее
равенство выполняется по теореме 1.6.8.

(v). Докажем утверждение (3.12.5) для любой ограниченной
п.в. случайной величины Y. Напомним, что условное математиче-
ское ожидание E(Y |F∞) ограничено п.в. и F∞-измеримо. Так как
Xn и X являются F∞- измеримыми случайными величинами, то
по теореме 2.5.4 выполняются равенства E(XnY ) = E(XnE(Y |F∞))
и E(XY ) = E(XE(Y |F∞)). Утверждение (3.12.5) справедливо для
E(Y |F∞) вместо Y и, следовательно, при n→∞

E(XmnY ) = E(XmnE(Y |F∞))→ E(XE(Y |F∞)) = E(XY ). J

3.12.12. Теорема. Любая равномерно интегрируемая после-
довательность {Xn}n≥1 случайных величин содержит некоторую
подпоследовательность {Xmn}n≥1, средние арифметические кото-
рой сходятся в среднем

lim
n→∞

E
∣∣∣ 1
n

n∑
k=1

Xmk −X
∣∣∣ = 0 (3.12.6)
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к некоторой интегрируемой случайной величине X.
I Доказательство теоремы будет разбито на два этапа.

(i). Если все случайные величины Xn, n ∈ N, ограничены некоторым
числом c > 0, то существуют подпоследовательность {Xmn}n≥1 и
случайная величина X такие, что E|X|2 <∞ и

lim
n→∞

E
∣∣∣ 1
n

n∑
k=1

Xmk −X
∣∣∣2 = 0. (3.12.7)

По теореме 3.12.11 ограниченная последовательность {Xn}n≥1 со-
держит подпоследовательность, которая сходится слабо к некото-
рой случайной величине X с конечным абсолютным моментом E|X|.
Можно считать, что она сама слабо сходится к X. Из соотношений

E(X21{|X|≤r}) = lim
n→∞

E(XnX1{|X|≤r}) ≤ cE|X|, r ∈ N,

следует, что EX2 < ∞. Для любого ε > 0 найдется r ∈ N такое,
что E(|XnX|1{|X|>r})+E(X21{|X|>r}) < ε. В силу слабой сходимости
последовательности {Xn}n≥1 к X и неравенства

|E(XnX)− EX2| ≤ |E(XnX1{|X|≤r})− E(X21{|X|≤r})|+
+ |E(XnX1{|X|>r})− E(X21{|X|>r})|

следует, что lim supn→∞ |E(XnX) − EX2| ≤ ε. Так как число
ε > 0 можно выбрать произвольно малым, то последовательность
{E(XnX)}n≥1 сходится к EX2.

Построим последовательность {Xmn}n≥1 со свойством (3.12.7).
Обозначим Yn = Xn − X и заметим, что для любого k ∈ N по-
следовательность {E(YnYk)}n≥1 сходится к нулю. Поэтому найдется
mk ∈ N такое, что |E(YnYk)| ≤ 2−k для всех n ∈ N, n ≥ mk. Числа
mk, k ∈ N, можно выбрать таким образом, что mk < mk+1 для всех
k ∈ N. Убедимся, что последовательность {Xmk}k≥1 удовлетворяет
условию (3.12.7). Вспомним, что Yn = Xn−X и |Xn| ≤ c по условию.
Поэтому выполняется неравенство E|Yn|2 ≤ E(c+|X|)2 ≤ 2(c2+EX2).
Обозначим Y n = (Ym1 + · · ·+ Ymn)/n и заметим, что

E|Y n|2 =
1

n2

( n∑
k=1

E|Ymk |
2 + 2

n∑
r=2

r−1∑
k=1

E(YmkYmr)
)
≤

≤ 1

n2

(
2n(c2 + EX2) + 2n

∞∑
k=1

1

2k

)
≤ 2(c2 + EX2 + 1)

n
.
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Отсюда следует утверждение (3.12.7).
(ii). Требуемое утверждение (3.12.6) будет выведено из утвер-

ждения (3.12.7) с помощью урезания случайных величин Xn, n ∈ N.

Обозначим X
(r)
n = Xn1{|Xn|≤r} для r, n ∈ N. С помощью знакомых

рассуждений (см. доказательство утверждения (i)) можно постро-
ить последовательности {X

m
(r)
n
}n≥1, r ∈ N, такие, что последова-

тельность {X
m

(r+1)
n
}n≥1 является подпоследовательностью предыду-

щей последовательности {X
m

(r)
n
}n≥1, и для каждого r ∈ N существу-

ет случайная величина X(r) такая, что E|X(r)|2 и

lim
n→∞

E
∣∣∣ 1
n

n∑
k=1

X
(r)

m
(r)
k

−X(r)
∣∣∣2 = 0.

Диагональная последовательность {Xmn}n≥1, где Xmn = X
m

(n)
n
, об-

ладает тем свойством, что

lim
n→∞

E| 1
n

n∑
k=1

X(r)
mk
−X(r)|2 = 0 для каждого r ∈ N. (3.12.8)

Обозначим Xn = (Xm1 + · · ·+Xmn)/n и X(r)
n = (X

(r)
m1 + · · ·+X

(r)
mn)/n.

По условию последовательность {Xn}n≥1 равномерно интегрируема.
По условию (3.12.1) для любого ε > 0 найдется r0 = r0(ε) ∈ N такое,
что supn≥1 E|Xn −X(r0)

n | < ε/2. Из очевидного равенства

Xn −Xk = (Xn −X
(r)
n ) + (X

(r)
n −X(r)) + (X

(r)
k −Xk) + (X(r) −X(r)

k )

для любых r, n, k ∈ N, r > r0, следуют неравенства

E|Xn −Xk| ≤ E|Xn −X
(r)
n |+ E|X(r)

n −X(r)|+

+ E|X(r)
k −Xk|+ E|X(r) −X(r)

k | ≤

≤ ε+ E|X(r)
n −X(r)|+ E|X(r) −X(r)

k |.

Отсюда, в силу (3.12.8), следует, что lim supn,k→∞ E|Xn − Xk| ≤ ε.
Число ε > 0 можно взять произвольно малым, и, следовательно,
limn,k→∞ E|Xn − Xk| = 0. Это означает, что последовательность
{Xn}n≥1 фундаментальна в среднем и, следовательно, сходится в
среднем к некоторой интегрируемой случайной величине X. J



Глава 4
Процессы с независимыми
приращениями

Случайные процессы с независимыми приращениями имеют
свои корни в классической теории вероятностей. Наиболее извест-
ными примерами являются пуассоновский процесс и процесс бро-
уновского движения.

4.1. Независимые приращения

В этом разделе будет показано как свойство независимости
приращений случайного процесса можно выразить в терминах есте-
ственной фильтрации случайного процесса. Предполагается, что все
случайные процессы, о которых пойдет речь, определены на веро-
ятностном пространстве (Ω,F ,P) и принимают значения в Rd. Обо-
значим T (s) = [s,∞) ∩ T для любого s ∈ T ⊆ R.

4.1.1. Определение. Случайный процесс X = {Xt, t ∈ T}
имеет независимые приращения, если для любых чисел n ∈ N, n ≥ 2,
и t1 < · · · < tn из T случайные векторы Xt1 , Xtk−Xtk−1

, k = 2, . . . , n,
независимы.

Совместное распределение случайных векторов Xt1 , . . . , Xtn

взаимно однозначно определяется их совместной характеристиче-
ской функцией Eei

∑n
k=1〈uk,Xtk 〉, u1, . . . , un ∈ Rd. Из записи

Eei
∑n
k=1〈uk,Xtk 〉 = Eei〈v1,Xt1 〉+i

∑n
k=2〈vk,(Xtk−Xtk−1

)〉, (4.1.1)

где vk =
∑n

j=k uj , k = 1, . . . , n, следует, что совместное распределе-
ние случайных векторов Xt1 , . . . , Xtn однозначно определяются рас-
пределениями случайных векторов Xt1 , Xtk −Xtk−1

, k = 2, . . . , n. Ес-
ли t∗ ∈ T, то достаточно знать распределения случайного вектора
Xt∗ и разностей Xt −Xs, s, t ∈ T, s < t. Из определения 4.1.1 следу-
ет, что для любого фиксированного u ∈ Rd вещественный случайный
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процесс {〈u,Xt〉, t ∈ T} имеет независимые приращения.
Пусть ξ1, . . . , ξk и 0 ≤ t1 < · · · < tn – независимые случай-

ные векторы и любые фиксированные числа. Случайный процесс
{Xt, t ≥ 0}, Xt =

∑
tj<t

ξj имеет независимые приращения.
Независимость приращений случайного процесса X можно вы-

разить в терминах его естественных фильтраций F(X)
T и G(X)

T (см.
определение 3.5.4 и текст за этим определением).

4.1.2. Теорема. Пусть дан случайный процессX = {Xt, t ∈ T}
с независимыми приращениями. Тогда для любого s ∈ T, s < t∗,
случайный процесс X = {Xt −Xs, t ∈ T (s)} не зависит от каждой
из сигма-алгебр F (X)

s и G(X)
s .

I В соответствии с определением 2.1.8 требуется доказать неза-
висимость сигма-алгебр G = σ(Xt − Xs, t ∈ T (s)) и F (X)

s . Сигма-
алгебры G и F (X)

s порождаются классами C и D событий вида
A = {Xtk − Xs ∈ Ak, k = 1, . . . , n} и B = {Xsk ∈ Bk, k = 1, . . . ,m},
где m,n ∈ N, s1 < · · · < sm ≤ s – произвольные числа из T
и s ≤ t1 < · · · < tn – произвольные числа из T (s), A1, . . . , An и
B1, . . . , Bm – произвольные множества из B(Rd). Каждый из классов
C и D является π-классом. По теореме 2.1.5 сигма-алгебры G = σ(C)
и F (X)

s = σ(D) независимы, если независимы любые представите-
ли A и B классов C и D. Для этого достаточно доказать, что слу-
чайные векторы Xt1 −Xs, . . . , Xtn −Xs и Xs1 , . . . , Xsm независимы.
Случайные векторы Xs1 , . . . , Xsm являются линейными функциями
случайных векторов Xs1 , Xs2 − Xs1 , . . . , Xsm − Xsm−1 . Случайные
векторы Xt1 − Xs, . . . , Xtn − Xs являются линейными функциями
случайных векторов Xt1 − Xs, Xt2 − Xt1 , . . . , Xtn − Xtn−1 . Множе-
ства Xt1 −Xs, . . . , Xtn −Xs и Xs1 , . . . , Xsm состоят из независимых
случайных векторов, так как случайные векторы Xs1 , Xsk − Xsk−1

,
k = 2, . . . ,m,Xt1 −Xs, Xtj −Xtj−1 , j = 2, . . . , n, независимы.

Независимость случайного процесса {Xt−Xs, t ∈ T (s)} и сигма-
алгебры G(X)

s по определению означает независимость сигма-алгебр
G и G(X)

s .Легко видеть, что классRs = {A∪B : A ∈ N , B ∈ Fs} явля-
ется π-классом. Из соотношений N ⊆ σ(Rs), Fs ⊆ σ(Rs), Rs ⊆ G(X)

s

следует равенство G(X)
s = σ(Rs). По теореме 2.1.5 сигма-алгебры

G и G(X)
s независимы, если любые C ∈ G и D ∈ Rs независимы.

Найдутся A ∈ N и B ∈ Fs такие, что D = A ∪ B. По доказанно-
му выше выполняется равенство P{C ∩ B} = P{C}P{B}. Так как
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P{C ∩D} = P{C ∩ B} и P{D} = P{B}, то P{C ∩D} = P{C}P{D}.
Это означает, что события C и D независимы. J

4.1.3. Теорема. Пусть случайный процесс X = {Xt, t ∈ T} со-
гласован с фильтрацией FT = {Ft : Ft ⊆ F , t ∈ T}. Если для любого
s ∈ T, s < t∗, случайный процесс {Xt −Xs, t ∈ T (s)} не зависит от
сигма-алгебры Fs, то X имеет независимые приращения.

I В силу теоремы 2.1.12 достаточно доказать, что для любых
n ∈ N, n ≥ 2, и t1 < · · · < tn из T совместная характеристическая
функция случайных векторов Xt1 , Xtk − Xtk−1

, k = 2, . . . , n, равна
произведению характеристических функций этих случайных векто-
ров. Функция ei〈u1,Xt1 〉 измерима относительно σ-алгебры Ft1 . По
условию для любых u1, . . . , un ∈ Rd функция

ei
∑n
k=2〈uk,(Xtk−Xtk−1

)〉 = ei
∑n
k=2〈uk,((Xtk−Xt1 )−(Xtk−1

−Xt1 ))〉

не зависит от сигма-алгебры Ft1 и, следовательно, не зависит от
функции ei〈u1,Xt1 〉. Поэтому выполняется равенство

Eei〈u1,Xt1 〉+i
∑n
k=2〈uk,(Xtk−Xtk−1

)〉=Eei〈u1,Xt1 〉Eei
∑n
k=2〈uk,(Xtk−Xtk−1

)〉.

Аналогично по условию функция

ei
∑n
k=3〈uk,(Xtk−Xtk−1

)〉 = ei
∑n
k=3〈uk,((Xtk−Xt2 )−(Xtk−1

−Xt2 ))〉

не зависит от сигма-алгебры Ft2 и, следовательно, не зависит от
функции ei〈u2,(Xt2−Xt1 )〉. Поэтому выполняется равенство

Eei
∑n
k=2〈uk,(Xtk−Xtk−1

)〉 = Eei〈u2,(Xt2−Xt1 )〉Eei
∑n
k=3〈uk,(Xtk−Xtk−1

)〉.

Через конечное число шагов мы придем к требуемому равенству

Eei
∑n
k=1〈uk,(Xtk−Xtk−1

)〉 =
n∏
k=1

Eei〈uk,(Xtk−Xtk−1
)〉,

где Xt0 = 0 введено для краткости записи равенства. J
Пусть дана фильтрация FT = {Ft : Ft ⊆ F , t ∈ T} с выпуклым

множеством T. Построим фильтрации FT+ и GT+, как указано перед
определением 3.5.2 и теоремой 3.5.3.

4.1.4. Теорема. Пусть дан стохастически непрерывный слу-
чайный процесс X = {Xt, t ∈ T}, согласованный с фильтрацией FT
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с выпуклым множеством T. Если для любого s ∈ T, s < t∗, случай-
ный процесс {Xt −Xs, t ∈ T (s)} не зависит от σ-алгебры Fs, то он
не зависит от каждой из σ-алгебр Fs+ и Gs+.

I Для справедливости теоремы достаточно доказать, что слу-
чайный процесс {Xt−Xs, t ∈ T (s)} не зависит от σ-алгебры Gs+,
так как Fs+ ⊆ Gs+. Случайный процесс {Xt − Xs, t ∈ T (s)} не
зависит от σ-алгебры Fs. Он также не зависит от σ-алгебры Gs.
Независимость Fs и {Xt − Xs, t ∈ T (s)} влечет независимость Gs и
{Xt − Xs, t ∈ T (s)}. Для любого h ∈ (0, t∗ − s) случайный процесс
{Xt+h − Xs+h, t ∈ T (s+h)} не зависит от σ-алгебры Gs+h и, следо-
вательно, не зависит от ∩s+h≥u>sGu = Gs+. Поэтому для любых
n ∈ N, t1 < · · · < tn из T (s), u ∈ R, u1, . . . , un ∈ Rd, A ∈ Gs+ вы-
полняется равенство

Eei
∑n
k=1〈uk,(Xtk+h−Xs+h)〉+iu1A = Eei

∑n
k=1〈uk,(Xtk+h−Xs+h)〉Eeiu1A .

Здесь предполагается, что числа t1 +h, . . . , tn+h принадлежат T (s).
Это условие выполняется для всех достаточно малых h > 0, если
tn < t∗. Если tn = t∗ ∈ T, то вместо tn + h следует взять tn. При
такой замене предыдущее равенство будет выполняться. Устремив
h = hm ↓ 0 по некоторой последовательности, с помощью теоремы
1.6.18 можно убедиться, что

Eei
∑n
k=1〈uk,(Xtk+s−Xs)〉+iu1A = Eei

∑n
k=1〈uk,(Xtk+s−Xs)〉Eeiu1A . (4.1.2)

Теорема 1.6.18 применима, так как функции под знаком математи-
ческого ожидания ограничены и

lim
m→∞

ei
∑n
k=1〈uk,(Xtk+s+h−Xs+h)〉 = ei

∑n
k=1〈uk,(Xtk+s−Xs)〉,

где предел понимается в смысле сходимости по вероятности. Фор-
мально следовало бы применить теорему 1.6.18 по отдельности к
вещественной и мнимой частям функций. Равенство (4.1.2) озна-
чает, что случайные векторы Xtk − Xs, k = 1, . . . , n, не зависят от
индикаторной функции 1A. Другими словами, случайный процесс
{Xt −Xs, t ∈ Ts} не зависит от сигма-алгебры Gs+. J

Теорема 4.1.4 помогает доказать важное свойство естественной
фильтрации случайного процесса с независимыми приращениями.

4.1.5. Теорема. Если случайный процесс X = {Xt, t ∈ T}
с независимыми приращениями с выпуклым множеством T сто-
хастически непрерывен справа, то его расширенная естественная
фильтрация G(X)

T непрерывна справа.



ГЛАВА 4. НЕЗАВИСИМЫЕ ПРИРАЩЕНИЯ 207

I Докажем сначала следующее равенство

E(ei
∑n
k=1〈uk,Xtk 〉|G(X)

t ) = E(ei
∑n
k=1〈uk,Xtk 〉|G(X)

t+ ) п.в. (4.1.3)

для любых n ∈ N, u1, . . . , un ∈ Rd и t, t1 < · · · < tn из T.
Пусть t < t1. По теореме 4.1.2 функция ei

∑n
k=1〈uk,(Xtk−Xt)〉 не

зависит от σ-алгебры G(X)
t+ . Функция ei

∑n
k=1〈uk,Xt〉 измерима относи-

тельно σ-алгебры F (X)
t . Отсюда следует, что

E(ei
∑n
k=1〈uk,Xtk 〉|G(X)

t+ ) = E(ei
∑n
k=1〈uk,Xt〉+i

∑n
k=1〈uk,(Xtk−Xt)〉|G(X)

t+ ) =

= ei
∑n
k=1〈uk,Xt〉Eei

∑n
k=1〈uk,(Xtk−Xt)〉 п.в.

Последнее равенство выполняется в силу теорем 2.5.4 и 2.5.8. Ана-
логично, если tr ≤ t < tr+1 для некоторого r, 1 ≤ r < n, то

E(ei
∑n
k=1〈uk,Xtk 〉|G(X)

t+ ) =

= ei
∑r
k=1〈uk,Xtk 〉+i

∑n
k=r+1〈uk,Xt〉Eei

∑n
k=r+1〈uk,(Xtk−Xt)〉 п.в.

В этих рассуждениях G(X)
t+ можно заменить на G(X)

t . Из приведен-
ных равенств для условных математических ожиданий относитель-
но G(X)

t+ и G(X)
t следует (4.1.3). Если tn ≤ t, то условные математи-

ческие ожидания в (4.1.3) п.в. равны exp{i
∑n

k=1〈uk, Xtk〉}.
Из (4.1.3) следует равенство E(ξ|G(X)

t ) = E(ξ|G(X)
t+ ) п.в. для лю-

бой σ(Ft, t ∈ T )-измеримой, ограниченной случайной величины ξ.

Для индикаторной функции ξ = 1A любого A ∈ G(X)
t+ оно принимает

вид E(1A|G(X)
t ) = 1A п.в. Множество B = {E(1A|G(X)

t ) = 1A} яв-
ляется событием единичной вероятности. Так как P{Bc} = 0, то
B,Bc, A ∩ Bc ∈ G(X)

t . Функция 1A = E(1A|G(X)
t )1B + 1A∩Bc , бу-

дучи суммой двух G(X)
t -измеримых функций, G(X)

t -измерима. По-
этому A ∈ G(X)

t . Тем самым доказано, что G(X)
t+ ⊆ G(X)

t . Отсюда и из
соотношения G(X)

t ⊆ G(X)
t+ следует равенство G(X)

t+ = G(X)
t . J

4.1.6. Замечание. Для доказательства упомянутого выше ра-
венства E(ξ|G(X)

t ) = E(ξ|G(X)
t+ ) п.в. для произвольной ограниченной

σ(Ft, t ∈ T )-измеримой случайной величины ξ, следует воспользо-
ваться аналогом теоремы 2.3.5 для многомерных тригонометриче-
ских полиномов.
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4.2. Неравенства

Пусть независимые случайные величины ξ1, . . . , ξn определены
на вероятностном пространстве (Ω,F ,P). Нам придется иметь дело
с суммами Xk = ξ1 + · · ·+ ξk, k = 1, . . . , n. Начнем с доказательства
неравенства Оттавиани (Giuseppe Ottaviani).

4.2.1. Теорема. Обозначим γ = max1≤k≤n P{|Xn − Xk| > c}.
Для любых x > 0 и c > 0 справедливо неравенство

(1− γ)P{ max
1≤k≤n

|Xk| > x+ c} ≤ P{|Xn| > x}. (4.2.1)

I События Ak = {max1≤j≤k−1 |Xj | ≤ x + c, |Xk| > x + c},
k = 1, . . . , n, попарно не пересекаются. Их объединение совпадает
с событием A = {max1≤k≤n |Xk| > x + c}. Для любого k = 1, . . . , n
события Ak и {|Xn−Xk| > c} независимы. Заметим, что A = ∪nk=1Ak
и Ak ∩ {|Xn −Xk| ≤ c} ⊆ Ak ∩ {|Xn| > x}. Из неравенств

P{A} =
n∑
k=1

(P{Ak ∩ {|Xn −Xk| ≤ c}}+ P{Ak ∩ {|Xn −Xk| > c}}) ≤

≤
n∑
k=1

P{Ak ∩ {|Xn| > x}}+
n∑
k=1

P{Ak}P{|Xn −Xk| > c} ≤

≤ P{A ∩ {|Xn| > x}}+ γP{A} ≤ P{|Xn| > x}+ γP{A}

следует требуемое неравенство (4.2.1). J
С помощью похожих рассуждений можно доказать неравенство

Этемади (Nosrallah Etemadi).
4.2.2. Теорема. Для любого x > 0 справедливо неравенство

P{ max
1≤k≤n

|Xk| > 3x} ≤ 3 max
1≤k≤n

P{|Xk| > x}. (4.2.2)

I События Ak = {max1≤j<k |Xj | ≤ 3x, |Xk| > 3x}, k = 1, . . . , n,
попарно не пересекаются, и A = {max1≤k≤n |Xk| > 3x} = ∪nk=1Ak.
Для любого k = 1, . . . , n события Ak и {|Xn−Xk| > 2x} независимы
и Ak ∩{|Xn| ≤ x} ⊆ Ak ∩{|Xk|− |Xn| > 2x} ⊆ Ak ∩{|Xn−Xk| > 2x}.
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С помощью указанных соотношений можно убедиться, что

P{{|Xn| ≤ x} ∩A} =
n∑
k=1

P{{|Xn| ≤ x} ∩Ak} ≤

≤
n∑
k=1

P{{|Xn −Xk| > 2x} ∩Ak} =
n∑
k=1

P{|Xn −Xk| > 2x}P{Ak} ≤

≤ max
1≤k≤n

P{|Xn −Xk| > 2x}
n∑
k=1

P{Ak}.

Так как P{|Xn −Xk| > 2x} ≤ 2 max1≤k≤n P{|Xk| > x}, то

P{{|Xn| ≤ x} ∩A} ≤ 2 max
1≤k≤n

P{|Xk| > x}P{A}.

Требуемое неравенство (4.2.2) следует из соотношений

P{A} = P{{|Xn| ≤ x} ∩A}+ P{{|Xn| > x} ∩A} ≤
≤ 2 max

1≤k≤n
P{|Xk| > x}+ P{|Xn| > x}. J

Следующие неравенства принадлежат Леви (Paul Pierre Lévy).
4.2.3. Теорема. Предположим дополнительно, что случайные

величины ξ1, . . . , ξn симметричны. Тогда для любого x > 0

P{ max
1≤k≤n

Xk > x} ≤ 2P{Xn > x}, (4.2.3)

P{ max
1≤k≤n

|Xk| > x} ≤ 2P{|Xn| > x}. (4.2.4)

I Напомним, что случайная величина ξ называется симмет-
ричной, если она одинаково распределена со случайной величиной
−ξ. Из двух неравенств достаточно доказать (4.2.3), так как из
него следует неравенство (4.2.4). Обратим внимание, что множества
Ak = {max1≤j<kXj ≤ x,Xk > x}, k = 1, . . . , n, попарно не пересека-
ются, и выполняется равенство A = {max1≤k≤nXk > x} = ∪nk=1Ak.
Для любого k = 1, . . . , n события Ak и {Xn −Xk ≥ 0} независимы.
Случайная величина Xn − Xk симметрична. Поэтому выполняется
неравенство P{Xn −Xk ≥ 0} ≥ 1/2. Нетрудно проверить, что спра-
ведливо включение ∪nk=1Ak ∩ {Xn − Xk ≥ 0} ⊆ {Xn > x}. Отсюда
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следует, что

P{Xn > x} ≥
n∑
k=1

P{Ak ∩ {Xn −Xk ≥ 0}} =

=

n∑
k=1

P{Ak}P{Xn −Xk ≥ 0} ≥ 1

2

n∑
k=1

P{Ak} =
1

2
P{A}. J

Неравенства Леви существенным образом дополняет следую-
щее неравенство Хоффмана-Йоргенсена (Jørgen Hoffman-Jørgensen).

4.2.4. Теорема. Предположим дополнительно, что случайные
величины ξ1, . . . , ξn симметричны. Тогда для любых c > 0 и x > 0

P{|Xn| > 2x+ c} ≤ P{ max
1≤k≤n

|ξk| > c}+ (2P{|Xn| > x})2. (4.2.5)

I События Ak = {max1≤j<k |Xj | ≤ x, |Xk| > x}, k = 1, . . . , n,
попарно не пересекаются, и A = {max1≤k≤n |Xk| > x} = ∪nk=1Ak.
Обозначим X0 = 0. Так как |Xk| = |Xk−1 + ξk| ≤ |ξk| + |Xk−1|, то
|Xn −Xk| ≥ |Xn| − |Xk−1| − |ξk|. Отсюда следует, что

Ak ∩ {|Xn| > 2x+ c} ⊆ Ak ∩ {|Xn −Xk| > x+ c− |ξk|}

для всех k = 1, . . . , n. Заметим, что {|Xn| > 2x + c} ⊆ A = ∪nk=1Ak.
Из перечисленных соотношений следует, что

P{|Xn| > 2x+ c} ≤
n∑
k=1

P{Ak ∩ {|Xn| > 2x+ c}} ≤

≤
n∑
k=1

P{Ak ∩ {|Xn −Xk| > x+ c− |ξk|}} =

=
n∑
k=1

P{Ak ∩ {|Xn −Xk| > x+ c− |ξk|} ∩ { max
1≤k≤n

|ξk| > c}}+

+
n∑
k=1

P{Ak ∩ {|Xn −Xk| > x+ c− |ξk|} ∩ { max
1≤k≤n

|ξk| ≤ c}}.

Последние две суммы можно оценить следующим образом
n∑
k=1

P{Ak ∩ {|Xn −Xk| > x+ c− |ξk|} ∩ { max
1≤k≤n

|ξk| > c}} ≤

≤
n∑
k=1

P{Ak ∩ { max
1≤k≤n

|ξk| > c}} = P{A ∩ { max
1≤k≤n

|ξk| > c}}.
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Для любого k = 1, . . . , n события Ak и {|Xn −Xk| > x} независимы.
Это позволяет оценить вторую сумму следующим образом

n∑
k=1

P{Ak ∩ {|Xn −Xk| > x+ c− |ξk|} ∩ { max
1≤k≤n

|ξk| ≤ c}} ≤

≤
n∑
k=1

P{Ak ∩ {|Xn −Xk| > x}} =
n∑
k=1

P{Ak}P{|Xn −Xk| > x} ≤

≤ max
1≤k≤n

P{|Xn−Xk| > x}
n∑
k=1

P{Ak} = max
1≤k≤n

P{|Xn−Xk| > x}P{A}.

Из приведенных неравенств следует, что

P{|Xn| > 2x+ c} ≤ P{ max
1≤k≤n

|ξk| > c}+ max
1≤k≤n

P{|Xn −Xk| > x}P{A}.

По неравенству (4.2.4) справедливы оценки P{A} ≤ 2P{|Xn| > x} и

P{|Xn −Xk| > x} ≤ P{ max
1≤k≤n

|
n∑
j=k

ξj | > x} ≤ 2P{|Xn| > x}.

Из этих оценок и предыдущего неравенства следует (4.2.5). J
Завершим этот параграф доказательством следующего нера-

венства Скорохода (Анатолий Владимирович Скороход).
4.2.5. Теорема. Если P{|ξj | ≤ c} = 1 для всех j = 1, . . . , n и

P{|Xn| > β} ≤ 1/(8e) для некоторых c > 0 и β > 0, то для любого
k ∈ N существует постоянная Lk > 0 такая, что

E|Xn|k ≤ Lk(c+ β)k. (4.2.6)

I Предположим временно, что случайные величины ξ1, . . . , ξn
симметричны и P{|Xn| > β} ≤ 1/(4e). Возьмем любоеm ∈ N. После-
довательное применение неравенства (4.2.5) ведет к неравенствам

P{|Xn| ≥ 2m(β+ c)} ≤ P{|Xn| > 2(2m−1(β+ c)− c) + c} ≤
≤ (4P{|Xn| > 2m−1(β+ c)− c})2 ≤ · · · ≤ (4P{|Xn| > β})2m ≤ e−2m .

Обозначим ε = 1/(4(β+ c)), Bm = {2m−1(β+ c) < |Xn| ≤ 2m(β+ c)}.
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Из оценки P{|Xn| > 2m(β+ c)} ≤ e−2m вытекают неравенства

Eeε|Xn| = E(eε|Xn|1{|Xn|≤β+c}) +

∞∑
m=1

E(eε|Xn|1Bm) ≤

≤ e1/4 +
∞∑
m=1

e2m−2
P{|Xn| > 2m−1(β+ c)} ≤ e1/4 +

∞∑
m=1

e−3·2m−2
.

Откажемся от условия, что случайные величины ξ1, . . . , ξn сим-
метричны. В силу следствия 3.1.4 можно считать, что существу-
ют случайные величины ξ′1, . . . , ξ

′
n такие, что случайные величины

ξ1, . . . , ξn, ξ
′
1, . . . , ξ

′
n независимы, и для любого k = 1, . . . , n случай-

ные величины ξk и ξ′k одинаково распределены. Заметим, что раз-
ности ξ1− ξ′1, . . . , ξn− ξ′n являются независимыми, симметричными
случайными величинами. Случайные величины X ′n = ξ′1 + · · · + ξ′n
и Xn = ξ1 + · · · + ξn независимы и одинаково распределены. По
условию выполняется неравенство P{|Xn| > β} ≤ 1/(8e). Поэтому
P{|(Xn−X ′n)/2| > β} ≤ 2P{|Xn| > β} ≤ 1/(4e). По доказанному вы-
ше величина Eeε|Xn−X

′
n|/2 не превосходит L = e1/4 +

∑∞
m=1 e

−3·2m−2
.

Так как случайные величины Xn и X ′n независимы и справедливо
неравенство |(Xn −X ′n)/2| ≥ |Xn/2| − |X ′n/2|, то

Eeε|Xn|/2Ee−ε|X
′
n|/2 ≤ Eeε|(Xn−X

′
n)/2| = L.

Второй сомножитель слева можно оценить следующим образом

Ee−ε|X
′
n|/2 = Ee−ε|Xn|/2 ≥ e−εβ/2P{|Xn| ≤ β} ≥ e−1/8(1− 1

8e
).

Тем самым доказано, что величина Eeε|Xn|/2 не превосходит посто-
янной H = Le1/8/(1− 1/(8e)). Отсюда следует, что

1

k!
E
∣∣ Xn

8(β+ c)

∣∣k =
1

k!
E
∣∣εXn

2

∣∣k ≤ Eeε|Xn|/2 ≤ H.

Неравенство (4.2.6) выполняется с постоянной Lk = 8kk!H. J

4.3. Свойства траекторий

В этом параграфе будут исследованы некоторые свойства тра-
екторий d-мерных случайных процессов с независимыми прираще-
ниями. Предполагается, что все рассматриваемые случайные про-
цессы определены на вероятностном пространстве (Ω,F ,P).
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Пусть дан вещественный случайный процесс X = {Xt, t ∈ T}
со счетным множеством T ⊂ R. Возьмем любое конечное множество
J = {t1, . . . , tn} ⊂ T, t1 < · · · < tn, и любые a, b ∈ R, a < b.Определим
функции τr : Ω→ {1, . . . , n} ∪ {∞}, r ∈ N, положив

τ1 = min{k ∈ {1, . . . , n} : Xtk ≤ a},
τ2 = min{k ∈ {1, . . . , n} : k > τ1, Xtk ≥ b},
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
τ2r−1 = min{k ∈ {1, . . . , n} : k > τ2r−2, Xtk ≤ a},
τ2r = min{k ∈ {1, . . . , n} : k > τ2r−1, Xtk ≥ b},
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

Величина τr по определению равна бесконечности, если подмноже-
ство чисел множества {1, . . . , n}, входящее в ее определение, пусто.
Заметим, что все функции τr, r > n, равны бесконечности.

4.3.1. Определение. Функция U(a, b, T, J) : Ω→ {0, 1, . . . , n},

U(a, b, T, J) =

{
max{r ∈ N : τ2r ≤ n} на {τ2 ≤ n},
0 на {τ2 > n},

называется числом пересечений сегмента [a, b] случайными величи-
нами Xt1 , . . . , Xtn . Функция U(a, b, T ) : Ω→ {0} ∪ N ∪ {∞},

U(a, b, T ) = sup{U(a, b, T, J) : J ⊂ T},

называется числом пересечений сегмента [a, b] случайным процессом
X. Точная верхняя грань вычисляется по всем конечным подмно-
жеcтвам J счетного множества T.

4.3.2. Теорема. Пусть дан произвольный случайный процесс
X = {Xt, t ∈ T} со счетным множеством T. Тогда число U(a, b, T )
пересечений любого сегмента [a, b] случайным процессом X являет-
ся измеримой функцией.

I Напомним, что существует не более счетного числа конеч-
ных подмножеств J счетного множества T. По теореме 1.5.5 функ-
ция U(a, b, T ) измерима, если этим свойством обладает функция
U(a, b, T, J) для любого конечного множества J = {t1, . . . , tn} ⊂ T.
Можно считать, что t1 < · · · < tn. Функция U(a, b, T, J) измерима,
если этим свойством обладают все функции τr, r ∈ N. Убедимся,
что функции τr, r ∈ N, измеримы. Функция τ1 измерима, так как
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{τ1 = k} = {Xt1 > a, . . . ,Xtk−1
> a,Xtk ≤ a} ∈ F . Далее можно

рассуждать по индукции. Предположим, что функция τr измерима.
Заметим, что {τr+1 = k} = ∪k−1

m=1{τr = m, τr+1 = k} для каждого
k = 1, . . . , n. Достаточно доказать, что множества-слагаемые справа
принадлежат сигма-алгебре F . Если r – нечетное число, то

{τr = m, τr+1 = k}={τr = m,Xtm+1< b, . . . ,Xtk−1
< b,Xtk ≥ b} ∈F .

Если r – четное число, то

{τr = m, τr+1 = k}={τr = m,Xtm+1> a, . . . ,Xtk−1
> a,Xtk≤ a} ∈F .

Тем самым доказано, что функция τr+1 измерима. J
4.3.3. Теорема. Пусть дан вещественный случайный процесс

X = {Xt, t ∈ T} с независимыми приращениями с конечным мно-
жеством T = {t1, . . . , tn}, t1 < · · · < tn. Если выполняется нера-
венство P{|Xtn −Xtk | ≥ (b − a)/2} ≤ γ для всех k = 1, . . . , n и для
некоторых a, b ∈ R, a < b, 0 ≤ γ < 1/2, то

EU(a, b, T ) ≤ γ

1− 2γ
. (4.3.1)

I Обозначим ε = (b− a)/2, U = U(a, b, T ), Uk = U(a, b, Tk) чис-
ло пересечений сегмента [a, b] случайным процессом {Xt, t ∈ Tk},
где Tk = {tk, . . . , tn} ⊂ T, A = {max1≤k≤n |Xtk − Xt1 | ≥ ε} и
Ak = {max1≤j<k |Xtj − Xt1 | < ε, |Xtk − Xt1 | ≥ ε} для k = 1, . . . , n.
Заметим, что события Ak, k = 1, . . . , n, попарно не пересекаются и
выполняется равенство A = ∪nk=1Ak. Докажем, что

{U ≥ m} ⊆ ∪nk=1

(
Ak ∩ {Uk ≥ m− 1}

)
,m ∈ N. (4.3.2)

Это неравенство достаточно доказать для 1 ≤ m ≤ n, так как
случайная величина U принимает значения в множестве {0, . . . , n}.
Возьмем любое ω ∈ {U ≥ m}. Тогда найдется s = s(ω) ∈ N, s ≥ m,
такое, что ω ∈ {Xτ2j−1 ≤ a,Xτ2j ≥ b, j = 1, . . . , s} и, следовательно,
ω ∈ {Xtτ2

−Xtτ1
≥ 2ε, · · · , Xtτ2s

−Xtτ2s−1
≥ 2ε}. Рассмотрим числа

r = τ1(ω), k = τ2(ω), k1 = τ3(ω), . . . , k2(s−1) = τ2s(ω). Из опреде-
ления τ1, . . . , τ2s следует, что 1 ≤ r < k < k1 < · · · < k2(s−1) ≤ n.
Элементарное событие ω принадлежит событиям {Xtk −Xtr ≥ 2ε}
и {Xtk1

−Xtk ≥ 2ε, . . . , Xt2(s−1)
−Xt2(s−1)−1

≥ 2ε}. Так как последнее
событие лежит в событии {Uk ≥ m − 1}, то ω ∈ {Uk ≥ m − 1}.
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Далее, так как 2ε ≤ Xtk − Xtr ≤ |Xtk − Xt1 | + |Xtr − Xt1 |, то
ω ∈ {max1≤j≤k |Xtj − Xt1 | ≥ ε} = ∪kj=1Aj . Поэтому ω ∈ Aj для
некоторого j, 1 ≤ j ≤ k. Так как Uk ≤ Uj , то ω ∈ Aj ∩ {Uj ≥ m− 1}
и, следовательно, ω принадлежит объединению справа в (4.3.2).

Докажем, что для каждого k = 1, . . . , n события {Uk ≥ m−1} и
Ak независимы. Так как Un = 0, то утверждение требуется доказать
для k, 1 ≤ k < n. Событие Ak определяется случайными величи-
нами Xt2 −Xt1 , . . . , Xtk −Xt1 . Каждая из этих случайных величин
является суммой некоторого числа независимых случайных величин
Xt2−Xt1 , Xt3−Xt2 , . . . , Xtk−Xtk−1

. Рассуждая как в доказательстве
(4.3.2), можно убедиться, что

{Uk ≥ m− 1} = ∪{Xtk2
−Xtk1

≥ 2ε, · · · , Xtk2s
−Xtk2s−1

≥ 2ε},

где объединение распространяется на все наборы целых чисел s,
k1, . . . , k2s, m − 1 ≤ s ≤ n, k ≤ k1 < · · · < k2s ≤ n. События Ak и
{Uk ≥ m−1} независимы, так как они определяются независимыми
случайными величинами Xt2 − Xt1 , . . . , Xtk − Xt1 и соответственно
случайными величинами Xtk+1

−Xtk , . . . , Xtn −Xtn−1 .
Из (4.3.2) и соотношений A = ∪nk=1Ak и Uk ≤ U следует, что

P{U ≥ m} ≤
n∑
k=1

P{Ak ∩ {Uk ≥ m− 1}}=
n∑
k=1

P{Ak}P{Uk ≥ m− 1} ≤

≤
n∑
k=1

P{Ak}P{U ≥ m− 1} = P{A}P{U ≥ m− 1}.

С помощью неравенства (4.2.1) для ξk = Xtk − Xtk−1
, k = 2, . . . , n,

x = c = ε/2 можно убедиться, что

P{A} ≤ 1

1− γ
P{|Xtn −Xt1 | ≥ ε/2} ≤

γ

1− γ
,

P{U ≥ m} ≤ P{A}P{U ≥ m− 1} ≤ γ

1− γ
P{U ≥ m− 1}.

Неравенство (4.3.1) является следствием следующих вычислений

EU =

∞∑
m=1

mP{U = m} =

∞∑
m=1

m(P{U ≥ m} − P{U ≥ m+ 1}) =

=

∞∑
m=1

P{U ≥ m} ≤
∞∑
m=1

( γ

1− γ
)m

=
γ

1− 2γ
. J
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4.3.4. Теорема. Пусть дан стохастически непрерывный слу-
чайный процесс X = {Xt, t ∈ T} с независимыми приращения-
ми с выпуклым множеством T. Тогда для любого всюду плотного
счетного множества S ⊂ T существует событие ΩS единичной
вероятности такое, что для любого ω ∈ ΩS существуют пределы

lim
S3s↑t

Xs(ω) ∈ Rd для любого t ∈ T, t > t∗,

lim
S3s↓t

Xs(ω) ∈ Rd для любого t ∈ T, t < t∗.
(4.3.3)

I Теорему достаточно доказать для вещественного случай-
ного процесса. Предположим сначала, что T = [a, b]. Ниже бу-
дет доказано, что существуют события Ω′ и Ω′′ единичной вероят-
ности со следующими свойствами. Для любого ω ∈ Ω′ функция
Xt(ω), t ∈ [a, b] ∩ S ограничена. Для любого ω ∈ Ω′′ число пере-
сечений U(α,β, S)(ω) любого сегмента [α,β] ⊆ [a, b],α,β ∈ Q, слу-
чайным процессом {Xt, t ∈ S} конечно. Докажем, что для любого
ω ∈ ΩS = Ω′ ∩Ω′′ существуют конечные пределы (4.3.3). Предполо-
жим противное, например, что для некоторыхω ∈ ΩS и t ∈ T, t > t∗,
не существует первый предел. Тогда найдется строго возрастающая
последовательность {tn}n≥1 чисел tn = tn(ω) ∈ (t∗, t), сходящаяся к
t, такая, что limn→∞Xt2n+1(ω) = c′ < c′′ = limn→∞Xt2n(ω). Найдут-
ся рациональные числа α и β такие, что c′ < α < β < c′′. Траектория
Xt(ω), t ∈ S, имеет бесконечное число пересечений сегмента [α,β].
Это вступает в противоречие с построением множества ΩS .

Докажем существование события Ω′ с указанными свойствами.
Множество S можно представить в виде объединения S = ∪∞n=1Sn
расширяющихся конечных множеств Sn ⊂ Sn+1. Занумеруем числа
из множества Sn в порядке возрастания t1 < · · · < tmn . Обозначим
ξ1 = Xt1 , ξk = Xtk − Xtk−1

, k = 2, . . . ,mn. По теореме 4.2.2 для
любого λ > 0 выполняется неравенство

P{ max
1≤k≤mn

|Xtk | > 3λ} ≤ 3 max
1≤k≤mn

P{|Xtk | > λ}.

Отсюда следует, что

P{ sup
t∈[a,b]∩S

|Xt| > 3λ} ≤ 3 sup
t∈[a,b]

P{|Xt| > λ}. (4.3.4)

Докажем, что limλ→∞ supt∈[a,b] P{|Xt| > λ} = 0. Предположим
противное, что lim supλ→∞ supt∈[a,b] P{|Xt| > λ} = α > 0. Поэтому
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найдутся числа tn ∈ [a, b] и λn > 0 такие, что limn→∞ λn = ∞ и
P{|Xtn | > λn} > α/2 для всех n ∈ N. Обозначим ε = infn≥1 λn. Огра-
ниченная последовательность {tn}n≥1 содержит сходящуюся под-
последовательность. Можно считать, что сама последовательность
{tn}n≥1 сходится к некоторому числу t ∈ [a, b]. Предельный переход
при n→∞ в неравенствах

α/2 ≤ P{|Xtn | > λn} ≤ P{|Xt| > λn/2}+ P{|Xtn −Xt| > ε/2}

приводит к невозможному неравенству α ≤ 0, так как оба слагае-
мых справа стремятся к нулю. Тем самым доказано, что величина
справа в (4.3.4) стремится к нулю при λ → ∞. Поэтому найдутся
положительные числа λr, r ∈ N, такие , что λr ↑ ∞ при r → ∞
и P{supt∈[a,b]∩S |Xt| > 3λr} ≤ 2−r для любого r ∈ N. Отсюда сле-
дует, что события Ar = {supt∈[a,b]∩S |Xt| > 3λr}, r ∈ N, удовлетво-
ряют условию

∑∞
r=1 P{Ar} ≤

∑∞
r=1 2−r = 1. По теореме 1.5.16 (с

вероятностью P вместо меры µ; см. также теорему 1.4.13) событие
Ω′ = ∪∞m=1 ∩∞r=m {supt∈[a,b]∩S |Xt| ≤ 3λn} имеет единичную вероят-
ность. Для любого ω ∈ Ω′ функция Xt(ω), t ∈ [a, b] ∩ S, ограничена.

Докажем существование события Ω′′ с указанными свойствами.
По теореме 3.1.14 случайный процесс {Xt, t ∈ [a, b]} равномерно
стохастически непрерывен. Отсюда следует, что для любых чисел
α,β ∈ [a, b],α < β,γ ∈ (0, 1/2) найдется h > 0 такое, что

sup
a≤s,t≤b,|s−t|≤h

P{|Xs −Xt| ≥ (β− α)/2} < γ.

Разобьем сегмент [a, b] на сегменты [ak, bk], k = 1, . . . , r, длины
не более h. Обозначим Uk(α,β, Sn) и Uk(α,β, S) числа пересече-
ний сегмента [α,β] случайными процессами {Xt, t ∈ [ak, bk] ∩ Sn}
и {Xt, t ∈ [ak, bk] ∩ S}. По теореме 4.3.3 выполняется неравенство
EUk(α,β, Sn) ≤ γ/(1 − 2γ). Устремляя n → ∞, мы придем к оцен-
ке EUk(α,β, S) ≤ γ/(1− 2γ). Поэтому величина Uk(α,β, S) конечна
п.в., и, следовательно, событие {Uk(α,β, S) <∞} имеет единичную
вероятность. Заметим, что число пересечений U(α,β, S) сегмента
[α,β] случайным процессом {Xt, t ∈ [a, b]∩S} не превосходит суммы∑r

k=1 Uk(α,β, S) + r. Поэтому каждое из событий {U(α,β, S) <∞}
и Ω′′ = ∩α,β∈Q,α<β{U(α,β, S) < ∞} имеет единичную вероятность.
Для любого ω ∈ Ω′′ функция Xt(ω), t ∈ [a, b] ∩ S, имеет конечное
число пересечений любого сегмента [α,β],α,β ∈ Q,α < β.
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Докажем теорему в общем случае. Любое выпуклое множество
T, отличное от сегмента, можно представить в виде объединения
T = ∪∞n=1[an, bn] расширяющихся сегментов [an, bn] ⊂ [an+1, bn+1].
Пусть S – произвольное счетное всюду плотное подмножество мно-
жества T. По доказанному выше для каждого n ∈ N существует
событие Ωn единичной вероятности такое, что для любого ω ∈ Ωn

существуют конечные пределы limS3s↑tXs для любого t ∈ (an, bn] и
limS3s↓tXs для любого t ∈ [an, bn). Поэтому пределы (4.3.3) суще-
ствуют на событии ΩS = ∩∞n=1Ωn единичной вероятности. J

4.3.5. Теорема. Любой Rd-значный стохастически непрерыв-
ный случайный процесс X = {Xt, t ∈ T} с независимыми прираще-
ниями с выпуклым множеством T имеет две модификации. Одна
из них регулярна справа, а другая регулярна слева.

I Докажем, например, что он имеет регулярную слева моди-
фикацию. Возьмем произвольное всюду плотное счетное множество
S ⊂ T. По теореме 4.3.4 существует событие ΩS единичной вероят-
ности такое, что для любого ω ∈ ΩS существуют пределы (4.3.3).
Определим случайный процесс Y = {Yt, t ∈ T},

Yt(ω) =


Xt∗(ω), для всех ω ∈ Ω, если t∗ ∈ T,
limS3s↑tXs(ω), если ω ∈ ΩS , t ∈ T, t > t∗,
x, для всех t ∈ T, если ω ∈ Ω \ ΩS ,

где x – произвольная точка из Rd.
Cлучайные процессы X и Y эквивалентны. Действительно, так

как случайный процесс X стохастически непрерывный, то

P{‖Xt − Yt‖ > ε} = lim
S3s↑t

P{‖Xt −Xs‖ > ε} = 0

для любых t ∈ T, t > t∗, и ε > 0. При ε = 1/n, n ∈ N, отсюда следует,
что P{Xt 6= Yt} ≤

∑∞
n=1 P{‖Xt − Yt‖ > 1/n} = 0. Если t∗ ∈ T, то

выполняется равенство Xt∗ = Yt∗ по определению Y.
Случайный процесс Y имеет независимые приращения, так как

он эквивалентен случайному процессу X. По теореме 3.4.5 случай-
ный процесс Y регулярен слева. J

4.4. Критерий непрерывности

Имеется удобный критерий для проверки непрерывности тра-
екторий случайных процессов с независимыми приращениями. Ни-
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же приведено его доказательство. Предполагается, что случайные
процессы, о которых пойдет речь, определены на вероятностном
пространстве (Ω,F ,P) и принимают значения в Rd.

4.4.1. Теорема. Стохастически непрерывный случайный про-
цесс X = {Xt, t ∈ T} с независимыми приращениями с выпуклым
множеством T имеет непрерывную версию, если

lim
n→∞

n∑
k=1

P{‖Xtn,k −Xtn,k−1
‖ > ε} = 0 (4.4.1)

для любого числа ε > 0, любого конечного сегмента [a, b] ⊆ T и лю-
бых разбиений a = tn,0 < · · · < tn,n = b сегмента [a, b] со свойством
limn→∞max1≤k≤n(tn,k − tn,k−1) = 0.

I Предположим сначала, что T = [a, b]. Любая версия слу-
чайного процесса X удовлетворяет условию (4.4.1). По теореме 4.3.5
случайный процессX имеет регулярную справа версию. Можно счи-
тать, что сам случайный процесс X является регулярным справа.
Для любого положительного числа ε и для произвольного разбие-
ния a = tn,0 < · · · < tn,n = b сегмента [a, b] события Ak, k = 1, . . . , n,

Ak = { max
1≤j<k

‖Xtn,j −Xtn,j−1‖ ≤ ε, ‖Xtn,k −Xtn,k−1
‖ > ε},

попарно не пересекаются, и их объединение совпадает с событием
Bn = {max1≤k≤n ‖Xtn,k −Xtn,k−1

‖ > ε}. Отсюда и из условия (4.4.1)
следует, что

P{Bn} =

n∑
k=1

P{Ak} ≤
n∑
k=1

P{‖Xtn,k −Xtn,k−1
‖ > ε} → 0

при n → ∞. Поэтому для любого r ∈ N найдется nr ∈ N та-
кое, что P{Bnr} < 2−r. Ряд P{Bn1} + P{Bn2} + · · · сходится. По
теореме 1.5.16 c µ = P событие Ωε = ∪∞m=1 ∩∞r=m Bc

nr имеет еди-
ничную вероятность. Событие Ω′ = ∩∞m=1Ω1/m также имеет еди-
ничную вероятность. Убедимся, что для любого ω ∈ Ω′ функция
Xt(ω), t ∈ [a, b], непрерывна. Предположим противное, что для
некоторых ω ∈ Ω′, t ∈ (a, b] и ε > 0 выполняется неравенство
‖Xt(ω) − Xt−(ω)‖ > ε. Найдутся числа m ∈ N и tnr,kr , r ∈ N,
такие, что 2/m < ε, tnr,kr ≤ t ≤ tnr,kr+1 для всех r ∈ N. Так
как limr→∞Xtn,r,kr(ω) = Xt−(ω) и limr→∞Xtn,r,kr+1(ω) = Xt(ω),



ГЛАВА 4. НЕЗАВИСИМЫЕ ПРИРАЩЕНИЯ 220

то для всех достаточно больших r ∈ N выполняется неравенство
‖Xtnr,kr+1

(ω) − Xtnr,kr
(ω)‖ ≤ 1/m и, следовательно, выполняются

невозможные неравенства ε < ‖Xt(ω)−Xt−(ω)‖ < ε/2. Тем самым
доказано, что для любого ω ∈ Ω′ траектория Xt(ω), t ∈ [a, b], непре-
рывна. Определим случайный процесс Y = {Yt, t ∈ [a, b]}, положив

Yt(ω) =

{
Xt(ω), если ω ∈ Ω′,
x, если ω /∈ Ω′,

(4.4.2)

где x — произвольная фиксированная точка из Rd. Случайный про-
цесс Y непрерывен и эквивалентен случайному процессу X.

Докажем теорему в общем виде. Выпуклое множество T, отлич-
ное от конечного сегмента, можно представить в виде объединения
T = ∪∞n=1[an, bn] расширяющихся конечных сегментов. По доказан-
ному выше для любого n ∈ N существуют непрерывный случайный
процесс {Y (n)

t , t ∈ [an, bn]} и множество Ωn ∈ F единичной вероят-
ности такие, что Xt(ω) = Yt(ω) для всех t ∈ [an, bn] и ω ∈ Ωn. Пе-
ресечение Ω′′ = ∩∞n=1Ωn является событием единичной вероятности.
Определим случайный процесс Y = {Yt, t ∈ T}, как указано в (4.4.2)
с Ω′′ вместо Ω′. Случайный процесс Y непрерывен и эквивалентен
данному случайному процессу X. J

4.4.2. Теорема. Если случайный процесс X = {Xt, t ∈ T} с вы-
пуклым множеством T имеет независимые приращения и почти
всюду непрерывен, то он удовлетворяет условию (4.4.1).

I По теореме 3.3.2 для любых a, b ∈ T, a < b, и ε > 0 случайный
процесс X удовлетворяет условию

lim
h↓0

P{ sup
a≤s,t≤b,|s−t|<h

‖Xs −Xt‖ > ε} = 0. (4.4.3)

Разобьем сегмент [a, b] точками a = tn,0 < · · · < tn,n = b таким
образом, чтобы limn→∞max1≤k≤n(tn,k − tn,k−1) = 0. Определим со-
бытия Ak = {max1≤j<k ‖Xtn,j − Xtn,j−1‖ ≤ ε, ‖Xtn,k − Xtn,k−1

‖ > ε},
k = 1, . . . , n. Эти события попарно несовместны, и их объединение
совпадает с событием {max1≤k≤n ‖Xtn,k−Xtn,k−1

‖ > ε}. Заметим, что
для любого k = 1, . . . , n события {max1≤j<k ‖Xtn,j −Xtn,j−1‖ ≤ ε} и
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{‖Xtn,k −Xtn,k−1
‖ > ε} независимы. Отсюда следует, что

P{ max
1≤k≤n

‖Xtn,k −Xtn,k−1
‖ > ε} =

n∑
k=1

P{Ak} =

=
n∑
k=1

P{ max
1≤j<k

‖Xtn,j −Xtn,j−1‖ ≤ ε}P{‖Xtn,k −Xtn,k−1
‖ > ε} ≥

≥ P{ max
1≤j<n

‖Xtn,j −Xtn,j−1‖ ≤ ε}
n∑
k=1

P{‖Xtn,k −Xtn,k−1
‖ > ε}.

Из этих соотношений вытекает (4.4.1), так как, в силу (4.4.3),

lim
n→∞

P{ max
1≤k≤n

‖Xtn,k −Xtn,k−1
‖ > ε} = 0. J

4.4.3. Теорема. Если случайный процесс X = {Xt, t ∈ T}
с независимыми приращениями с выпуклым множеством T почти
всюду непрерывен, то для любых t1, t2 ∈ T, t1 < t2, случайный век-
тор Xt2 −Xt1 имеет нормальное распределение.

I Можно считать, что случайный процесс X принимает ве-
щественные значения, так как в соответствии с замечанием 2.4.5
случайный вектор Xt2 −Xt1 = (X1,t2 −X1,t1 , . . . , Xd,t2 −Xd,t1) име-
ет d-мерное нормальное распределение, если и только если для
любого вектора u = (u1, . . . , ud) ∈ Rd вещественная случайная
величина 〈Xt2 − Xt1 , u〉 =

∑d
k=1(Xk,t2 − Xk,t1)uk имеет одномер-

ное нормальное распределение. Разобьем сегмент [t1, t2] точками
tn,k = t1 +k2−n(t2− t1), k = 0, . . . , 2n. Определим случайные величи-
ны ξn,k = (Xtn,k −Xtn,k−1

)1{|Xtn,k−Xtn,k−1
|≤1}, Sn = ξn,1 + · · ·+ ξn,2n .

Заметим, что Xt2 −Xt1 =
∑2n

k=1(Xtn,k −Xtn,k−1
). Для любого x ∈ R

справедливо равенство

P{Xt2 −Xt1 < x} = P{Sn < x, max
1≤k≤2n

|Xtn,k −Xtn,k−1
| ≤ 1}+

+ P{Xt2 −Xt1 < x, max
1≤k≤2n

|Xtn,k −Xtn,k−1
| > 1}.

По теореме 4.4.2 выполняется условие (4.4.1) с ε = 1, из которого
следует, что

P{ max
1≤k≤2n

|Xtn,k −Xtn,k−1
| > 1} ≤

2n∑
k=1

P{|Xtn,k −Xtn,k−1
| > 1} → 0
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при n→∞. Отсюда и из равенства

P{Sn < x} = P{Sn < x, max
1≤k≤2n

|Xtn,k −Xtn,k−1
| ≤ 1}+

+ P{Sn < x, max
1≤k≤2n

|Xtn,k −Xtn,k−1
| > 1}

следует, что

P{Xt2 −Xt1 < x} = lim
n→∞

P{Sn < x}, x ∈ R. (4.4.4)

Для любого ε > 0 выполняются соотношения

max
1≤k≤2n

E|ξn,k| = max
1≤k≤2n

E(|ξn,k|(1{|ξn,k|≤ε/4} + 1{|ξn,k|>ε/4})) ≤

≤ ε
4

+

2n∑
k=1

P{|Xtn,k −Xtn,k−1
| > ε/4}.

В силу (4.4.1) выполняется неравенство max1≤k≤2n |Eξn,k| < ε/2 для
всех n ∈ N, начиная с некоторого n0. Для n > n0 справедливо нера-
венство E(|ξn,k−Eξn,k|21{|ξn,k−Eξn,k|>ε}) ≤ 4P{|Xtn,k−Xtn,k−1

| > ε/2},
и, следовательно,

lim
n→∞

2n∑
k=1

E(|ξn,k − Eξn,k|21{|ξn,k−Eξn,k|>ε}) = 0. (4.4.5)

Из (4.4.4) следует, что limx→∞ supn≥1 P{|Sn| > x} = 0. Поэтому най-
дется β > 0 такое, что supn≥1 P{|Sn| > β} ≤ 1/(8e). По теореме 4.2.5
существует L > 0 такое, что E|Sn| ≤ L(β + 1) и E|Sn|2 ≤ L(β + 1)2.
Поэтому последовательности {ESn}n≥1 и {E|Sn − ESn|2}n≥1 содер-
жат сходящиеся подпоследовательности. Можно считать, что сами
последовательности сходятся, скажем, к µ и σ2. Если σ = 0, то по
неравенству Чебышева ε2P{|Sn − ESn| > ε} ≤ E|Sn − ESn|2 → 0
для любого ε > 0 при n → ∞. Отсюда и из (4.4.4) следует, что
Xt2−Xt1 = µ почти всюду. Другими словами, приращение Xt2−Xt1

имеет вырожденное нормальное распределение. Далее предполага-
ется, что σ > 0. Обозначим σ2

n = E|Sn − ESn|2. Из (4.4.5) следует
условие Линдеберга (Jarl Waldemar Lindeberg)

lim
n→∞

1

σ2
n

2n∑
k=1

E(|ξn,k − Eξn,k|21{|ξn,k−Eξn,k|>σnε}) = 0. (4.4.6)
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В курсах по теории вероятностей доказывается, что условие (4.4.6)
достаточно для справедливости центральной предельной теоремы

lim
n→∞

P{Sn − ESn < xσn} =
1√
2π

∫ x

−∞
e−u

2/2 du, x ∈ R.

Отсюда и из (4.4.4) следует, что случайная величина Xt2 −Xt1 име-
ет нормальное распределение с параметрами E(Xt2 − Xt1) = µ и
E|(Xt2 −Xt1)− E(Xt2 −Xt1)|2 = σ2. J

4.5. Однородные процессы

Среди случайных процессов с независимыми приращениями
выделяют однородные случайные процессы. Некоторые свойства та-
ких случайных процессов будут исследованы в данном параграфе.
Предполагается, что случайные процессы, о которых пойдет речь,
определены на вероятностном пространстве (Ω,F ,P) и принимают
значения в евклидовом пространстве Rd. Для доказательства основ-
ного результата этого параграфа нам понадобится закон нуля и еди-
ницы Колмогорова (Андрей Николаевич Колмогоров).

4.5.1. Теорема. Если события An ∈ F , n ∈ N, независимы, то
P{A} = 0 или P{A} = 1 для любого A ∈ ∩∞n=1σ(Ak, k ≥ n).

I Пусть Cn обозначает любое из множеств An, Acn,Ω,∅. Для
любого n ∈ N класс E1 множеств вида ∩nk=1Ck является π-классом.
Аналогично для любых n,m ∈ N класс E2 множеств вида ∩n+m

k=n+1Ck
является π-классом. Из определения классов E1 и E2 следуют равен-
ства σ(E1) = σ(A1, . . . , An) и σ(E2) = σ(An+1, . . . , An+m).Из равенств

P{∩n+m
k=1 Ck} =

n+m∏
k=1

P{Ck} = P{∩nk=1Ck}P{∩n+m
k=n+1Ck}

следует, что для любых представителей A ∈ E1 и B ∈ E2 выпол-
няется равенство P{A ∩ B} = P{A}P{B}. По теореме 2.1.5 сигма-
алгебры σ(A1, . . . , An) и σ(An+1, . . . , An+m) независимы. Объедине-
ние An = ∪∞m=1σ(An+1, . . . , An+m), как нетрудно видеть, является
алгеброй. Эта алгебра порождает сигма-алгебру σ(Ak, k ≥ n + 1).
Для любых представителей A ∈ σ(A1, . . . , An) и B ∈ An выполняет-
ся равенство P{A∩B} = P{A}P{B}. По теореме 2.1.5 сигма-алгебры
σ(A1, . . . , An) и σ(Ak, k ≥ n+ 1) независимы.
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Пусть A ∈ ∩∞n=1σ(Ak, k ≥ 1). Для любого n ∈ N событие A
принадлежит сигма-алгебре σ(Ak, k ≥ n + 1) и, следовательно, не
зависит от сигма-алгебры σ(A1, . . . , An). Поэтому A не зависит от
любого B ∈ A = ∪∞n=1σ(A1, . . . , An). Класс A является алгеброй,
и выполняется равенство σ(A) = σ(An, n ≥ 1). По теореме 2.1.5
сигма-алгебры σ(A) и σ(An, n ≥ 1) независимы. Получается, что
событие A ∈ σ(An, n ≥ 1) не зависит от самого себя. Из равенства
P{A ∩A} = P{A}P{A} следует, что P{A} = 0 или P{A} = 1. J

4.5.2. Определение. Случайный процесс X = {Xt, t ∈ T} с
выпуклым множеством T называется однородным, если случайные
векторы Xt+h−Xs+h и Xt−Xs одинаково распределены для любых
чисел s, t ∈ T, s < t, h > 0, таких, что s+ h, t+ h ∈ T.

Заметим, что каждая из d координат однородного случайного
процесса X является однородным вещественным случайным про-
цессом. Действительно, для любых s, t ∈ T, s < t, h > 0, таких, что
s+ h, t+ h ∈ T и для любых u ∈ R, v ∈ Rd выполняются равенства

Eeiu(〈v,Xt+h〉−〈v,Xs+h〉) = Eei(〈uv,Xt+h〉−〈uv,Xs+h〉) =

= Eei(〈uv,Xt〉−〈uv,Xs〉) = Eeiu(〈v,Xt〉−〈v,Xs〉).

Равенство функций аргумента u ∈ R слева и справа означает, что ве-
щественный случайный процесс {〈v,Xt〉, t ∈ T} обладает свойством
однородности.

Случайный процесс X = {Xt, t ≥ 0} называется вырожденным,
если почти все его траектории являются постоянными. Заметим, что
для различных ω,ω′ ∈ Ω траектории Xt(ω), t ≥ 0, и Xt(ω

′), t ≥ 0,
могут отличаться. Случайный процесс X называется невырожден-
ным, если он не является вырожденным.

4.5.3. Теорема. Любой невырожденный, однородный случай-
ный процесс X = {Xt, t ≥ 0} с независимыми приращениями неогра-
ничен, другими словами, supt≥0 ‖Xt‖ =∞ п.в.

I Теорему достаточно доказать для вещественного случай-
ного процесса с независимыми приращениями. Так как случай-
ный процесс X невырожден, то случайные величины Xn − Xn−1,
n ∈ N, независимы, одинаково распределены. Без ограничения общ-
ности рассуждений можно считать, что X0 = 0. В силу очевид-
ного неравенства sup0≤t<∞ |Xt| ≥ supk∈N |Xk| достаточно доказать,
что supk∈N |Xk| = ∞ почти всюду. Так как |Xn| < ∞ для любого
n ∈ N, то {supk∈N |Xk| = ∞} = {supN3k>n |Xk − Xn| = ∞}. Обо-
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значим Fn сигма-алгебру, порожденную случайными величинами
Xk −Xk−1, k ≥ n. Cобытие A = {supk∈N |Xk| = ∞} можно предста-
вить в виде пересечения A = ∩∞r=1{supN3k>n |Xk−Xn| > r} событий
из сигма-алгебры Fn. Поэтому A ∈ Fn для любого n ∈ N и, следова-
тельно, A ∈ ∩∞n=1Fn. По теореме 4.5.1 вероятность события A равна
нулю или единице.

Докажем, что P{A} = 1. Предположим противное, что
P{A} = 0. Поэтому supk∈N |Xk| < ∞ п.в. и, следовательно,
limn→∞Xnn

−1/m = 0 п.в. для любого m ∈ N. Отсюда следует, что

lim
n→∞

Xn −Xn−1

n1/m
= lim

n→∞

Xn

n1/m
− lim
n→∞

(n− 1)1/m

n1/m

Xn−1

(n− 1)1/m
= 0 п.в.

Поэтому событиe Ω′ = ∩∞r=1∪∞n=r{|Xn−Xn−1| > n1/m} имеет нулeвую
вероятность, и, слeдовательно, ряд

∑∞
n=1 P{|Xn−Xn−1| > n1/m} схо-

дится. Eсли бы он расходился, то можно было бы применить теорему
2.1.16 к нeзависимым событиям {|Xn −Xn−1| > n1/m}, n ∈ N, по ко-
торой P{Ω′} = 1. Так как случайные величины Xn − Xn−1, n ∈ N,
одинаково распределены, то

∞∑
n=1

P{|X1| > n1/m} =
∞∑
n=1

P{|Xn −Xn−1| > n1/m} <∞.

Cходимость ряда слева влечет конечность момента E|X1|m. Это яв-
ляется следствием следующих соотношений

E|X1|m =

∞∑
n=1

E(|X1|m1{n−1<|X1|m≤n}) ≤

≤
∞∑
n=1

nP{n− 1 < |X1|m ≤ n} =
∞∑
n=0

P{|X1|m > n} <∞.

Если EX1 6= 0, то limn→∞(Xn/n) = EX1 п.в. по усиленному закону
больших чисел Колмогорова. Отсюда следует, что supn∈N |Xn| =∞
п.в. Это противоречит предположению, что P{A} = 0. Если EX1 = 0,
то по центральной предельной теореме мы получим

lim
n→∞

P
{ Xn√

nE|X1|2
< x

}
= Φ(x) =

1√
2π

∫ x

−∞
e−u

2/2 du
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для любого x ∈ R. С другой стороны,

lim
n→∞

P
{ Xn√

nE|X1|2
< x

}
=

{
1, если x > 0,
0, если x < 0,

что снова ведет к противоречию, и, следовательно, P{A} = 1. J

4.6. Процессы Леви

Процессы Леви составляют важную часть всех случайных про-
цессов с независимыми приращениями. Некоторые свойства таких
случайных процессов будут исследованы в этом параграфе. Пред-
полагается, что все случайные процессы X = {Xt, t ≥ 0} определе-
ны на вероятностном пространстве (Ω,F ,P), принимают значения в
евклидовом пространстве Rd и согласованы с данной фильтрацией
F = {Ft : Ft ⊆ F , t ≥ 0}. Заметим, что в качестве параметрического
множества выступает положительная полупрямая.

4.6.1. Определение. Регулярный справа, однородный случай-
ный процесс X = {Xt, t ≥ 0} называется процессом Леви относи-
тельно фильтрации F или F-процессом Леви, если X0 = 0 и для
любого s > 0 случайный процесс {Xs+t − Xs, t ≥ 0} не зависит от
сигма-алгебры Fs.

По теореме 4.1.3 любой процесс Леви имеет независимые при-
ращения. По теореме 4.3.5 любой стохастически непрерывный, одно-
родный случайный процессX = {Xt, t ≥ 0}, X0 = 0, с независимыми
приращениями имеет версию, которая является процессом Леви от-
носительно своей естественной фильтрации.

Нам понадобятся некоторые обозначения. Для любого события
Ω′ ∈ F положительной вероятности можно построить новое вероят-
ностное пространство (Ω′,F ′,P′), где F ′ = F ∩Ω′ = {A∩Ω′ : A ∈ F},
P′{A} = P{A}/P{Ω′} для любого A ∈ F ′. По данному случайному
процессу X = {Xt, t ≥ 0} можно построить новый случайный про-
цессX ′ = {X ′t, t ≥ 0}, X ′t(ω) = Xt(ω),ω ∈ Ω′, на вероятностном про-
странстве (Ω′,F ′,P′). Пусть дан F-марковский момент τ. Заметим,
что для любого h > 0 функция τ+ h также является F-марковским
моментом. Обозначим Fτ+ = ∩h>0Fτ+h.

4.6.2. Теорема. Пусть даны F-процесс Леви X = {Xt, t ≥ 0} и
F-марковский момент τ,P{τ <∞} > 0. Определим случайный про-
цесс X ′ = {X ′t, t ≥ 0} на вероятностном пространстве (Ω′,F ′,P′)
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с Ω′ = {τ < ∞}, как указано перед формулировкой теоремы. То-
гда семейство векторных функций {X ′τ+t − X ′τ, t ≥ 0} является
{Fτ+t∩Ω′, t ≥ 0}-процессом Леви, который не зависит от σ-алгебры
Fτ+ ∩ Ω′ и одинаково распределен со случайным процессом X.

I Подчеркнем, что независимость сигма-алгебры Fτ+ ∩ Ω′ и
случайного процесса {X ′τ+t −X ′τ, t ≥ 0} следует понимать как неза-
висимость относительно вероятности P′.

Для любого n ∈ N функция τ∧n является F-марковским момен-
том. По теоремам 3.9.10 и 3.9.15 случайный вектор X(τ∧n)+t изме-
рим относительно сигма-алгебры F(τ∧n)+t. Поэтому его ограничение
X(τ∧n)+t(ω),ω ∈ Ω′, на множество Ω′ является Fτ+t∩Ω′-измеримым.
Так как Xτ(ω)+t(ω) = limn→∞X(τ(ω)∧n)+t(ω) для любого ω ∈ Ω′, то
по теореме 1.5.7 векторная функция X ′τ+t измерима относительно
сигма-алгебры Fτ+t ∩ Ω′. Тем самым доказано, что случайный про-
цесс {X ′τ+t −X ′τ, t ≥ 0} согласован с фильтрацией {Fτ+t ∩Ω′, t ≥ 0}.
Отметим также, что он обращается в ноль в точке t = 0 и обладает
свойством регулярности справа.

Докажем, что случайный процесс {X ′τ+t − X ′τ, t ≥ 0} и сигма-
алгебра Fτ+∩Ω′ независимы, точнее P′-независимы. По определению
2.1.8 требуется доказать, что σ-алгебры G = σ(X ′τ+t − X ′τ, t ≥ 0) и
Fτ+∩Ω′ независимы, точнее P′-независимы. Сигма-алгебра G порож-
дается π-классом C множеств вида {X ′τ+tk −X

′
τ ∈ Ak, k = 1, . . . , n},

где n ∈ N и 0 ≤ t1 < · · · < tn – любые числа и Ak ⊆ Rd, k = 1, . . . , n,
– любые борелевские множества. По теореме 2.1.5 сигма-алгебры G
и Fτ+ ∩ Ω′ независимы, если P′-независимы любые представители
классов C и Fτ+ ∩Ω′. Достаточно доказать, что случайные векторы
X ′τ+tk − X

′
τ, k = 1, . . . , n, не зависят от индикаторной функции 1A

произвольного множества A ∈ Fτ+ ∩Ω′. По теореме 2.1.12 достаточ-
но доказать равенство

E′ei
∑n
k=1〈uk,(X′τ+tk−X

′
τ)〉+iu1A = E′ei

∑n
k=1〈uk,(X′τ+tk−X

′
τ)〉E′eiu1A (4.6.1)

для любых u ∈ R, u1, . . . , un ∈ Rd. Символ E′ обозначает матема-
тическое ожидание, вычисляемое по вероятности P′. Сначала это
равенство будет доказано при дополнительном предположении, что
множество V конечных значений марковского момента τ конечно.
Множество A имеет вид A = A′ ∩ Ω′, где A′ ∈ Fτ+. По формуле
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полной вероятности для любого h > 0 выполняется равенство

E′ei
∑n
k=1〈uk,(X′τ+tk+h−X

′
τ+h)〉+iu1A′∩Ω′ =

=
∑
v∈V

E′(1{τ=v}e
i
∑n
k=1〈uk,(Xv+tk+h−Xv+h)〉+iu1A′ ).

Справа стоят Xv+tk+h−Xv+h и 1A′ вместо X ′v+tk+h−X ′v+h и 1A′∩Ω′ ,
так как на множестве {τ = v} ⊆ Ω′ выполняются равенства X ′t = Xt

для всех t ∈ R+ и 1A′∩Ω′ = 1A′ . Множество A′ принадлежит сигма-
алгебре Fτ+h. В силу теоремы 3.6.10 множество {τ = v} принадле-
жит Fv. Так как Fv ⊆ Fv+h, то функция 1{τ=v}1A′ измерима от-
носительно сигма-алгебры Fv+h. Каждое слагаемое в разложении
1{τ=v}e

iu1A′ = 1{τ=v}+
∑∞

j=1 1{τ=v}1A′(iu)j/j! измеримо относитель-
но Fv+h и, следовательно, функция 1{τ=v}e

iu1A′ измерима относи-
тельно Fv+h. Случайный процесс {Xt+v+h−Xv+h, t ≥ 0} не зависит
(не зависит по отношению к вероятности P) от сигма-алгебры Fv+h.
Поэтому функция 1{τ=v}e

iu1A′ не зависит (по отношению к вероятно-
сти P) от случайных векторов Xv+tk+h −Xv+h, k = 1, . . . , n. Отсюда
следует, что

E′ei
∑n
k=1〈uk,(X′τ+tk+h−X

′
τ+h)〉+iu1A =

=
∑
v∈V

E′(1{τ=v}e
iu1A′ei

∑n
k=1〈uk,(Xv+tk+h−Xv+h)〉) =

=
1

P{Ω′}
∑
v∈V

E(1{τ=v}e
iu1A′ei

∑n
k=1〈uk,(Xv+tk+h−Xv+h)〉) =

=
1

P{Ω′}
∑
v∈V

E(1{τ=v}e
iu1A′ )Eei

∑n
k=1〈uk,(Xv+tk+h−Xv+h)〉 =

=
∑
v∈V

E′(1{τ=v}e
iu1A′∩Ω′ )Eei

∑n
k=1〈uk,Xtk 〉 = E′eiu1AEei

∑n
k=1〈uk,Xtk 〉.

В частности, если A = ∅, то

E′ei
∑n
k=1〈uk,(X′τ+tk+h−X

′
τ+h)〉

= Eei
∑n
k=1〈uk,Xtk 〉. (4.6.2)

Отсюда и из предыдущих равенств следует, что

E′ei
∑n
k=1〈uk,(X′τ+tk+h−X

′
τ+h)〉+iu1A =

= E′eiu1AE′ei
∑n
k=1〈uk,(X′τ+tk+h−X

′
τ+h)〉

.
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Полагая h = hm ↓ 0 по некоторой последовательности {hm}m≥1, мы
придем к равенству (4.6.1). Предельный переход возможен по тео-
реме об ограниченной сходимости. Здесь мы воспользовались непре-
рывностью справа случайного процесса {X ′τ+t−X ′τ, t ≥ 0}. Предель-
ный переход по h = hm ↓ 0 в (4.6.2) приводит к равенству

E′ei
∑n
k=1〈uk,(X′τ+tk−X

′
τ)〉

= Eei
∑n
k=1〈uk,Xtk 〉. (4.6.3)

Докажем, что равенства (4.6.1) и (4.6.3) справедливы для дан-
ного F-марковского момента τ,P{τ <∞} > 0. По теореме 3.6.12 су-
ществуют марковские моменты τn, n ∈ N, такие, что каждый из них
принимает конечное число значений и τn ↓ τ при n ↑ ∞. Равенства
(4.6.1) и (4.6.3) справедливы для τ = τn. С помощью предельного
перехода по n ↑ ∞ можно убедиться, что равенства (4.6.1) и (4.6.3)
справедливы в общем случае.

Из равенства (4.6.1) следует, что σ-алгебра Fτ∩Ω′ и случайный
процесс {X ′τ+t−X ′τ, t ≥ 0} независимы, точнее P′-независимы. Из ра-
венства (4.6.3) следует, что конечномерные распределения случай-
ных процессов X = {Xt, t ≥ 0} и {X ′τ+t −X ′τ , t ≥ 0} совпадают. По-
ложив n = 2, t1 = s+h, t2 = t+h, s < t, h > 0, u1 = −u, u2 = u, u ∈ Rd

в равенстве (4.6.3), можно убедиться, что

E′ei〈u,(X
′
τ+t+h−X

′
τ+s+h)〉 = E′ei〈−u,(X

′
τ+s+h−X

′
τ)〉+i〈u,(X′τ+t+h−X

′
τ)〉 =

= Eei〈−u,Xs+h〉+i〈u,Xt+h〉 = Eei〈−u,Xs〉+i〈u,Xt〉 =

= E′ei〈−u,(X
′
τ+s−X′τ)〉+i〈u,(X′τ+t−X′τ)〉 = E′ei〈u,(X

′
τ+t−X′τ+s)〉.

Равенство характеристических функций слева и справа означает,
что случайный процесс {X ′τ+t −X ′τ, t ≥ 0} является однородным.

Далее, в предыдущих рассуждениях вместо τ можно взять
τ + s для любого s > 0. Из равенства (4.6.1) c τ + s вместо τ сле-
дует независимость, точнее P′-независимость, случайного процесса
{X ′τ+s+t −X ′τ+s, t ≥ 0} и сигма-алгебры Fτ+s ∩ Ω′. J

4.6.3. Следствие. ЕслиX = {Xt, t ≥ 0} является F-процессом
Леви, то для любого конечного F-марковского момента τ случайный
процесс {Xτ+t − Xτ, t ≥ 0} является {Fτ+t, t ≥ 0}-процессом Леви,
не зависит от сигма-алгебры Fτ+ и одинаково распределен со слу-
чайным процессом X.

I В теореме 4.6.2 следует положить Ω′ = {τ <∞} = Ω, так как
τ <∞. Все утверждения выполняются по теореме 4.6.2. J
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4.6.4. Теорема. Пусть дан любой невырожденный процесс Ле-
ви X = {Xt, t ≥ 0} относительно непрерывной справа фильтрации
F. Предположим, что ‖Xt −Xt−‖ ≤ c для всех t > 0 и для некото-
рого c > 0. Определим функции τn : Ω→ R+ ∪ {∞}, n ∈ N, положив
τ1 = inf{t > 0: ‖Xt‖ > c}, τn+1 = inf{t > 0: t > τn, ‖Xt − Xτn‖ > c}.
Тогда функции τ1, τn+1 − τn, n ∈ N, являются независимыми, оди-
наково распределенными случайными величинами.

I По теореме 4.5.3 выполняется равенство supt≥0 ‖Xt‖ = ∞
п.в. Без ограничения общности рассуждений можно считать, что
это равенство выполняется на всем Ω.

По следствию 4.6.3 случайные процессы {Xτn+t −Xτn , t ≥ 0} и
X = {Xt, t ≥ 0} одинаково распределены. Поэтому случайные вели-
чины τ1 = inf{t > 0: ‖Xt‖ > c} и σ = inf{t > 0: ‖Xτn+t −Xτn‖ > c}
одинаково распределены. Из определения функции σ следует, что
σ = inf{t − τn : t > τn, ‖Xt − Xτn‖ > c}. Сравнив ее с функци-
ей τn+1 = inf{t > 0: t > τn, ‖Xt − Xτn‖ > c}, мы видим, что
σ = τn+1 − τn. Тем самым доказано, что случайные величины
τ1, τn+1 − τn, n ∈ N, одинаково распределены. По следствию 4.6.3
случайный процесс {Xτn+t−Xτn , t ≥ 0} не зависит от сигма-алгебры
Fτn . По теореме 3.6.10 марковский момент τn измерим относитель-
но сигма-алгебры Fτn . Так как случайная величина σ = τn+1 − τn
определяется случайным процессом {Xτn+t − Xτn , t ≥ 0}, то она
не зависит от τn. Далее, заметим, что τn = τ1 +

∑n
k=2(τk − τk−1).

Так как слагаемые неотрицательны, то τ1, τk − τk−1 ≤ τn для всех
k = 2, . . . , n. По теореме 3.6.9 имеют место включения Fτ1 ⊆ Fτn и
Fτk−τk−1

⊆ Fτn . Поэтому случайная величина σ = τn+1−τn не зави-
сит от случайных величин τ1, τk − τk−1, k = 2, . . . , n. При n = 2 это
означает, что случайные величины τ1 и τ2 − τ1 независимы. Далее
можно рассуждать по индукции. Предположим, что для некоторого
n ∈ N случайные величины τ1, τk − τk−1, k = 2, . . . , n, независимы.
По доказанному выше случайная величина τn+1 − τn не зависит от
τ1, τk − τk−1, k = 2, . . . , n, и, следовательно, случайные величины
τ1, τk − τk−1, k = 2, . . . , n + 1, независимы. По индуктивному прин-
ципу случайные величины τ1, τn − τn−1, n ≥ 2, независимы. J

4.6.5. Теорема. Пусть дан процесс Леви X = {Xt, t ≥ 0} от-
носительно непрерывной справа фильтрации F. Если ‖Xt−Xt−‖ ≤ c
для всех t > 0 и для некоторого c > 0, то E exp{α‖Xt‖} < ∞ для
любого t ≥ 0 и для некоторого α > 0.
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I Компоненты случайного процесса X={(X1,t, . . . , Xd,t), t≥ 0}
являются F-процессами Леви. Если E exp{α|Xk,t|} < ∞ для всех
k = 1, . . . , d, то по неравенству Гельдера

E exp{αd−1‖Xt‖} ≤
d∏

k=1

(
E exp{α|Xk,t|}

)1/d
<∞.

Поэтому можно считать, что X – вещественный случайный процесс.
Определим функции τn : Ω → R+ = [0,∞], n ∈ N, положив

τ1 = inf{t > 0: |Xt| > c} и τn+1 = inf{t > 0: t > τn, |Xt −Xτn | > c}.
Докажем неравенство

|Xτn∧t| ≤ 2nc для всех n ∈ N, t > 0. (4.6.4)

Обратим внимание, что τn < τn+1 для всех n ∈ N. Из условия
supt≥0 |Xt − Xt−| ≤ c следует неравенство |Xτn − Xτn−| ≤ c для
любого n ∈ N. Для любого 0 < t < τ1 выполняются неравенства
|Xτ1∧t| = |Xt| < c и |Xτ1 | ≤ |Xτ1−Xt|+ |Xt| ≤ |Xτ1−Xt|+c. Полагая
t ↑ τ1, мы получим (4.6.4) для n = 1. Далее можно рассуждать по
индукции и доказать неравенство (4.6.4) в общем случае.

Фиксируем t > 0. Если |Xt| > 2nc, то τn < t. Действительно,
если τn ≥ t, то |Xt| = |Xτn∧t| ≤ 2nc по неравенству (4.6.4). Поэтому
{|Xt| > 2nc} ⊆ {τn < t}. Отсюда следует, что

P{|Xt| > 2nc} ≤ P{τn < t} = P{e−τn > e−t} ≤ etEe−τn = et(Ee−τ1)n.

Последнее равенство следует из равенства τn = τ1 + · · ·+(τn−τn−1)
и того, что случайные величины τ1, τ2 − τ1, . . . , τn − τn−1 независи-
мы и одинаково распределены по теореме 4.6.4. Заметим, что верно
неравенство β = Ee−τ1 < 1. Для α ∈ (0,− lnβ/(2c)) мы имеем, что

Eeα|Xt| = E(eα|Xt|1{|Xt|≤2c}) +
∞∑
n=1

E(eα|Xt|1{2nc<|Xt≤2(n+1)c}) ≤

≤ e2αc +

∞∑
n=1

e2α(n+1)cP{|Xt| > 2nc} ≤

≤ e2αc + et
∞∑
n=1

e2α(n+1)c+n lnβ <∞. J



Глава 5
Пуассоновский процесс

Пуассоновский процесс возникает естественным образом при
исследовании большого числа прикладных задач. Он выступает в
качестве основного средства исследования радиоактивных веществ,
при исследовании систем массового обслуживания, при создании ра-
диотехнических устройств. Пуассоновский процесс является пред-
ставителем нескольких классов случайных процессов, например, он
имеет независимые приращения и является примером марковского
процесса. Пуассоновский процесс является основным «кирпичиком»
при построении класса безгранично делимых процессов. Сам тер-
мин, как утверждают некоторые исследователи, был введен в оби-
ход Лундбергом (Ernst Filip Oskar Lundberg) в своей диссертации
по теории риска в 1903 году. Пуассоновский процесс назван в честь
Пуассона (Simeón Denis Poisson). Пуассон считается первооткрыва-
телем пуассоновского распределения, который на самом деле был
открыт ранее Муавром (Abraham de Moivre).

5.1. Модель пуассоновского процесса

Имеется несколько моделей пуассоновского процесса. Здесь бу-
дет построена модель, основанная на суммировании случайного чис-
ла независимых случайных величин. Еще об одной модели пуассо-
новского процесса будет рассказано в другом параграфе этой гла-
вы. Предполагается, что все рассматриваемые случайные величины
определены на вероятностном пространстве (Ω,F ,P).

5.1.1. Определение. Вещественный случайный процесс Π =
= {Πt, t ∈ T}, где T = [a,∞) или T = [a, b], a, b ∈ R, называется
пуассоновским процессом с параметром λ > 0, если
(i) P{Πa = 0} = 1;
(ii) для любых a = t0 < t1 < · · · < tn, n ≥ 2, из T случайные
величины Πtk −Πtk−1

, k = 1, . . . , n, независимы;
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(iii) для любых чисел s, t ∈ T, a ≤ s < t, разность Πt − Πs имеет
пуассоновское распределение с параметром λ(t− s)

P{Πt −Πs = n} =
λn(t− s)n

n!
e−λ(t−s), n ∈ Z, n ≥ 0.

5.1.2. Теорема. Пуассоновский процесс существует.
I Докажем существование пуассоновского процесса с парамет-

рическим множеством T = [a, b]. В силу следствия 3.1.4 можно счи-
тать, что на вероятностном пространстве (Ω,F ,P) определены неза-
висимые случайные величины N, ξn, n ∈ N, причем N имеет пуассо-
новское распределение с параметром λ(b−a), а каждая из случайных
величин ξn, n ∈ N, имеет равномерное распределение на сегменте
[a, b]. Обозначим 1t индикаторную функцию сегмента [a, t]. Убедим-
ся, что семейство случайных сумм

Πt =

N∑
n=1

1t(ξn), t ∈ T = [a, b], (5.1.1)

является пуассоновским процессом с параметром λ. Непосредствен-
но видно, что P{Πa = 0} = 1. Вычислим совместную характеристи-
ческую функцию

φ(u1, . . . , un) = Eei
∑n
k=1 uk(Πtk−Πtk−1

), u1, . . . , un ∈ R,

случайных величин Πtk − Πtk−1
, k = 1, 2, . . . , n, для любых чисел

a = t0 < t1 < · · · < tn ≤ b. Предположим дополнительно, что tn = b.
Позже это условие будет устранено. С помощью формулы полной
вероятности нетрудно убедиться, что

φ(u1, . . . , un) = Eei
∑n
k=1 uk

∑N
m=1[1tk (ξm)−1tk−1

(ξm)] =

= Eei
∑N
m=1

∑n
k=1 uk[1tk (ξm)−1tk−1

(ξm)] =

=

∞∑
p=0

P{N = p}Eei
∑p
m=1

∑n
k=1 uk[1tk (ξm)−1tk−1

(ξm)] =

=

∞∑
p=0

P{N = p}
(
Eei

∑n
k=1 uk[1tk (ξ1)−1tk−1

(ξ1)])p.
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Математическое ожидание можно вычислить следующим образом

Eei
∑n
k=1 uk[1tk (ξ1)−1tk−1

(ξ1)] =
1

b− a

∫ b

a
ei

∑n
k=1 uk[1tk (x)−1tk−1

(x)] dx =

=
1

b− a

n∑
k=1

∫ tk

tk−1

eiuk dx =
1

b− a

n∑
k=1

eiuk(tk − tk−1).

Так как P{N = p} = (λ(b− a))pe−λ(b−a)/p! и выполняется равенство
b− a = (t1 − t0) + · · ·+ (tn − tn−1), то

φ(u1, . . . , un) =
∞∑
p=0

λp

p!
e−λ(b−a)

( n∑
k=1

(tk − tk−1)eiuk
)p

=

= eλ
∑n
k=1(tk−tk−1)eiuk−λ(b−a) = eλ

∑n
k=1(tk−tk−1)(eiuk−1).

Освободимся от предположения, что tn = b. Пусть tn < b. Доба-
вим к t1, . . . , tn число tn+1 = b. По доказанному выше для любых
вещественных чисел u1, . . . , un+1 выполняется равенство

Eei
∑n+1
k=1 uk(Xtk−Xtk−1

) =

n+1∏
k=1

eλ(tk−tk−1)(eiuk−1).

При un+1 = 0 оно принимает требуемый вид

Eei
∑n
k=1 uk(Xtk−Xtk−1

) =

n∏
k=1

eλ(tk−tk−1)(eiuk−1) (5.1.2)

для любых чисел a = t0 < t1 < · · · < tn ≤ b. Если uk = 0, k 6= r, то

Eeiur(Πtr−Πtr−1 ) = eλ(tr−tr−1)(eiur−1).

При t = tr и s = tr−1 это равенство равносильно тому, что разность
Πt − Πs имеет пуассоновское распределение с параметром λ(t − s).
Тем самым доказано, что выполнено третье условие из определения
пуассоновского процесса. Из равенства

Eei
∑n
k=1 uk(Πtk−Πtk−1

) =
n∏
k=1

Eeiuk(Πtk−Πtk−1
)

следует, в силу теоремы 2.1.12, что случайные величины Πtk−Πtk−1
,

k = 1, 2, . . . , n, независимы.
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Докажем теперь, что существует пуассоновский процесс с па-
раметрическим множеством [a,∞). Полупрямую [a,∞) можно пред-
ставить в виде объединения T = ∪∞n=1[a+n−1, a+n] счетного числа
сегментов единичной длины. Построим независимые пуассоновские
процессы {Π(n)

t , t ∈ [a+ n− 1, a+ n]}, n ∈ N, с общим параметром λ.
Определим случайный процесс {Πt, t ∈ T}, положив

Πt = Π
(1)
t , t ∈ [a, a+ 1],

Πt =
n∑
k=1

Π
(k)
a+k + Π

(n+1)
t , t ∈ [a+ n, a+ n+ 1], n ∈ N.

Ясно, что Πa = 0 п.в. Чтобы убедиться, что так построенный слу-
чайный процесс удовлетворяет условиям из определения пуассонов-
ского процесса, достаточно доказать равенство (5.1.2). Можно по-
ступить следующим образом. Сначала следует «склеить» случайные
процессы {Π(1)

t , t ∈ [a, a+ 1]} и {Π(2)
t , t ∈ [a+ 1, a+ 2]}. Затем полу-

ченный случайный процесс следует склеить с {Π(3)
t , t ∈ [a+2, a+3]}.

Результатом такого неограниченного процесса склеивания получит-
ся случайный процесс {Πt, t ≥ a}. Задача сводится к доказательству
того, что случайный процесс

Πt = Π
(1)
t , t ∈ [a, b],Πt = Π

(1)
b + Π

(2)
t , t ∈ [b, c], n ∈ N,

«склеенный» из независимых пуассоновских процессов Π(1) = {Π(1)
t ,

t ∈ [a, b]} и Π(2) = {Π(2)
t , t ∈ [b, c]} с общим параметром λ, является

пуассоновским процессом с параметром λ. Убедимся в этом.
Разобьем сегмент [a, c] точками a ≤ t1 · · · < tn ≤ c, n > 2. Пусть

a = t0 < t1 < · · · < tm ≤ b и b < tm+1 < · · · tn ≤ c. Преобразуем
сумму u1(Πt1 −Πt0) + · · ·+ un(Πtn −Πtn−1) следующим образом

n∑
k=1

uk(Πtk −Πtk−1
) =

m∑
k=1

uk(Π
(1)
tk
−Π

(1)
tk−1

) + um+1(Π
(1)
b −Π

(1)
tm )+

+ um+1(Π
(2)
tm+1

−Π
(2)
b ) +

n∑
k=m+2

uk(Π
(2)
tk
−Π

(2)
tk−1

).

Так как случайные процессы {Π(1)
t , t ∈ [a, b]} и {Π(2)

t , t ∈ [b, c]} неза-
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висимы, то

φ(u1, . . . , un−1) =Ee
i
∑m
k=1 uk(Π

(1)
tk
−Π

(1)
tk−1

)+ium+1(Π
(1)
b −Π

(1)
tm

)×

× Ee
ium+1(Π

(2)
tm+1

−Π
(2)
b )+i

∑n
k=m+2 uk(Π

(2)
tk
−Π

(2)
tk−1

)
.

Обозначим J1 и J2 первый и второй сомножители справа. По дока-
занному выше они имеют следующий вид

J1 = eλ(b−tm)(eium+1−1)
m∏
k=1

eλ(tk−tk−1)(eiuk−1),

J2 = eλ(tm+1−b)(eium+1−1)
n∏

k=m+2

eλ(tk−tk−1)(eiuk−1).

Отсюда следует требуемое равенство (5.1.2). J
5.1.3. Задача. Доказать, что случайная величина Πt−Πs имеет

все моменты. В частности,

E|Πt −Πs| = λ(t− s),E|Πt −Πs|2 = λ(t− s) + λ2(t− s)2,

E|Πt −Πs|3 = λ(t− s) + 3λ2(t− s)2 + λ3(t− s)3.

Знак модуля можно было бы не ставить, так как Πt −Πs ≥ 0 п.в.

5.2. Конечномерные распределения

Здесь будут выведены конечномерные распределения пуассо-
новского процесса с параметрическим множеством R+. Все сказан-
ное можно перенести на пуассоновские процессы с другими пара-
метрическими множествами.

Пусть пуассоновский процесс Π = {Πt, t ≥ 0} с параметром
λ определен на вероятностном пространстве (Ω,F ,P). Для любых
n ∈ N и 0 = t0 < t1 < · · · < tn функция

Pt1,...,tn{A} = P{(Πt1 , . . . ,Πtn) ∈ A}, A ∈ B(Rn),

называется конечномерным распределением пуассоновского процес-
са. В силу равенств

P{Π0 = 0} = 1,P{Πt −Πs = k} =
λk(t− s)k

k!
e−λ(t−s)
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для любых 0 ≤ s < t и k ∈ Z, k ≥ 0, и независимости приращений
пуассоновского процесса выполняются следующие соотношения

Pt1,...,tn(A) =
∑

(k1,...,kn)∈A

P{Πt1 = k1, . . . ,Πtn = kn} =

=
∑

(k1,...,kn)∈A

P{Πt1 = k1,Πtj+1 −Πtj = kj+1 − kj , j = 0, . . . , n− 1} =

=
∑

(k1,...,kn)∈A

(λt1)k1

k1!
e−λt1

n∏
j=2

((λ(tj − tj−1))kj−kj−1

(kj − kj−1)!
e−λ(tj−tj−1).

Отсюда следует, что конечномерные распределения пуассоновского
процесса однозначно определяются вероятностями P{Π0 = 0} = 1 и

P{Πtj = kj , j = 1, . . . , n} = e−λtn
n∏
j=1

(λ(tj − tj−1))kj−kj−1

(kj − kj−1)!
(5.2.1)

для любых чисел 0 = t0 < t1 < · · · < tn и для любых целых чисел
0 = k0 ≤ k1 ≤ · · · ≤ kn. Возрастание чисел kj , j = 1, . . . , n, является
следствием возрастания случайных величин Πt1 , . . . ,Πtn .

5.2.1. Теорема. Пусть случайный процесс Π = {Πt, t ≥ 0}
удовлетворяет условиям P{Π0 = 0} = 1 и (5.2.1). Тогда он является
пуассоновским процессом с параметром λ.

I Убедимся, что выполнены все условия из определения пуас-
соновского процесса. Условие P{Π0 = 0} = 1 выполняется по пред-
положению. Из (5.2.1) следует, что для любых чисел s и t, 0 ≤ s < t,
случайная величина Πt − Πs имеет пуассоновское распределение с
параметром λ(t− s),

P{Πt −Πs = k} =
∞∑
n=0

P{Πs = n,Πt = k + n} =

=
λk(t− s)k

k!
e−λt

∞∑
n=0

(λs)n

n!
=
λk(t− s)k

k!
e−λ(t−s).

В силу (5.2.1) для любых чисел n ∈ N, n ≥ 2, 0 = t0 < t1 < · · · < tn
и для любых целых чисел 0 = k0 ≤ k1 ≤ · · · ≤ kn выполняется
равенство

P{Πtj −Πtj−1 = kj , j = 1, . . . , n} =

n∏
j=1

P{Πtj −Πtj−1 = kj},
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которое означает, что случайные величины Πtk −Πtk−1
, k = 1, . . . , n,

независимы. J

5.3. Стандартный пуассоновский процесс

Из конструкции пуассоновского процесса (5.1.1) следует,
что его траектории являются непрерывными справа ступенчаты-
ми функциями с единичными скачками. Траектории произвольного
пуассоновского процесса могут быть устроены более сложным обра-
зом. Ниже будет доказано, что произвольный пуассоновский процесс
имеет версию с перечисленными свойствами. Всюду в этом парагра-
фе предполагается, что все рассматриваемые случайные величины
определены на вероятностном пространстве (Ω,F ,P).

5.3.1. Определение. Пуассоновский процесс Π = {Πt, t ∈ T},
где T = [a, b] или T = [a,∞), a, b ∈ R, называется стандартным,
если Πa = 0 и все его траектории являются непрерывными справа
ступенчатыми функциями с единичными скачками.

5.3.2. Теорема. Любой пуассоновский процесс Π = {Πt, t ∈ T}
с параметрическим множеством T = [a, b] или T = [a,∞) имеет
стандартную версию.

I Достаточно рассмотреть случай T = [0,∞). Пусть дан пуас-
соновский процесс Π = {Πt, t ≥ 0} с параметром λ > 0. Он стохасти-
чески непрерывен, так как εP{(Πt−Πs) > ε} ≤ E(Πt−Πs) = λ(t−s)
для любых 0 ≤ s < t и ε > 0 в силу неравенства Маркова –
Чебышева. По теореме 3.3.5 пуассоновский процесс Π имеет регуляр-
ную справа версию. Можно считать, что сам пуассоновский процесс
Π является регулярным справа.

Далее будет доказано, что существует событие Ω′ единичной
вероятности такое, что все траектории Πt(ω), t ≥ 0,ω ∈ Ω′, являют-
ся непрерывными справа неубывающими ступенчатыми функциями
с единичными скачками. Стандартную версию Π′ = {Π′t, t ≥ 0} пуас-
соновского процесса Π можно построить следующим образом

Π′t(ω) =

{
Πt(ω), если ω ∈ Ω′,∑∞

n=1(n− 1)1{[n−1,n)}(t), если ω /∈ Ω′.

Построим требуемое событие Ω′. Для любых h > 0 и t ≥ 0
выполняется неравенство

P{Πt+h −Πt ≥ 2} = 1− e−λh − λhe−λh ≤ 1

2
(λh)2.
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Разобьем сегмент [0, n], n ∈ N, точками tn,k = kn2−m, k = 0, . . . , 2m.
Вероятность события Ωn,m = {max1≤k≤2m(Πtn,k −Πtn,k−1

) ≥ 2} мож-
но оценить следующим образом

P{Ωn,m} ≤ 2m
1

2
(λn2−m)2 = λ2n22−m−1 → 0 при m→∞.

Поэтому событие ∩∞m=1Ωn,m имеет нулевую вероятность и, следова-
тельно, его дополнение Ωn = ∪∞m=1Ωc

n,m и пересечение ∩∞n=1Ωn име-
ют единичные вероятности. Из соотношений P{Πr = 0} = e−λr → 0
при r → ∞ следует, что событие ∩∞r=1{Πr = 0} имеет нулевую ве-
роятность. Его дополнение ∪∞r=1{Πr ≥ 1} имеет единичную веро-
ятность. Для любых 0 ≤ s < t пуассоновская случайная величи-
на Πt − Πs почти всюду неотрицательна. Убедимся, что событие
Ω′ = ∩∞n=1Ωn ∩ ∪∞r=1{Πr ≥ 1} ∩ ∩∞j=1{Πj − Πj−1 ≥ 0} ∩ {Π0 = 0}
удовлетворяет перечисленным требованиям. Оно имеет единичную
вероятность. Для любого ω ∈ Ω′ траектория Πt(ω), t ≥ 0, непрерыв-
на справа, не убывает, обращается в ноль в точке t = 0, величина
Πt(ω) является неотрицательным целым числом. Найдется r ∈ N
такое, что ω ∈ {Πr ≥ 1}. Так как Π0(ω) = 0, то траектория Πt(ω)
не является постоянной функцией. Пусть эта траектория имеет ска-
чок в некоторой точке t > 0. Величина Πt(ω) − Πt−(ω) является
натуральным числом. Найдется n ∈ N такое, что t < n. Так как
ω ∈ Ωn = ∪∞m=1Ωc

n,m, то ω ∈ Ωc
n,m для некоторого m ∈ N, и, следова-

тельно, max1≤k≤2m(Πtn,k(ω)−Πtn,k−1
(ω)) ≤ 1. Найдется 1 ≤ k ≤ 2m

такое, что tn,k−1 ≤ t ≤ tn,k. Из неравенств

1 ≤ Πt(ω)−Πt−(ω) ≤ Πtn,k(ω)−Πtn,k−1
(ω) ≤ 1

следует, что Πt(ω)−Πt−(ω) = 1. J
Пусть дан произвольный стандартный пуассоновский процесс

Π = {Πt, t ≥ 0} с параметром λ > 0. Обозначим τn = τn(ω), n ∈ N,
моменты последовательных скачков траектории Πt(ω), t ≥ 0.

5.3.3. Теорема. Разности τn − τn−1, n ∈ N, где τ0 = 0, меж-
ду моментами последовательных скачков стандартного пуассонов-
ского процесса Π = {Πt, t ≥ 0} с параметром λ > 0 независимы и
имеют общее экспоненциальное распределение с параметром λ.

I Утверждение является частным случаем теоремы 4.6.4. Да-
дим прямое доказательство этого утверждения. Обозначим τ0 = 0,
ξn = τn−τn−1 для n ∈ N и заметим, что τn = ξ1 + · · ·+ξn. Ниже бу-
дет доказано, что совместная плотность вероятностей qn(t1, . . . , tn)
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случайных величин τ1, . . . , τn равна λne−λtn , если 0 ≤ t1 ≤ · · · ≤ tn, и
равна нулю в противном случае. С помощью функции qn можно вы-
числить совместную характеристическую функцию случайных ве-
личин ξ1, . . . , ξn. Пусть u1, . . . , un ∈ R, vn = un, vk = uk − uk+1,
k = 1, . . . , n− 1. Несложные вычисления ведут к равенствам

Eei
∑n
k=1 ukξk = Eei

∑n
k=1 vkτk =

=

∫ ∞
0

∫ ∞
t1

· · ·
∫ ∞
tn−1

ei
∑n
k=1 vktkλne−λtn dtn · · · dt1 =

=
λn

(λ− iu1) · · · (λ− iun)
.

Если uk = 0 для k 6= r, то получится равенство Eeiurξr = λ/(λ− iur).
Оно означает, что случайная величина ξr имеет экспоненциальное
распределение с параметром λ. Случайные величины ξ1, . . . , ξn неза-
висимы, так как их совместная характеристическая функция равна
произведению их характеристических функций.

Убедимся, что функция qn имеет указанный вид. По опреде-
лению она равна производной ∂n

∂t1···∂tnP{τ1 ≤ t1, . . . , τn ≤ tn}. Обо-
значим Ak = {τk ≤ tk}, k = 1, . . . , n, и заметим, что выполняется
равенство P{τ1 ≤ t1, . . . , τn ≤ tn} = 1 − P{∪nk=1A

c
k}. По формуле

включений-исключений выполняется равенство

P{∪nk=1A
c
k} =

n∑
k=1

(−1)k+1
∑

1≤j1<···<jn≤n
P{∩kr=1A

c
jr}.

Если 1 ≤ k < n, то функция P{∩kr=1A
c
jr
}(t1, . . . , tn) не зависит от

одной или нескольких переменных t1, . . . , tn и, следовательно, сме-
шанная n-производная такого слагаемого равна нулю. Поэтому

q(t1, . . . , tn) = (−1)n
∂n

∂t1 · · · ∂tn
P{τ1 > t1, . . . , τn > tn}. (5.3.1)

Заметим, что производная может быть отличной от нуля только при
условии, что t1 ≤ · · · ≤ tn. Например, если t1 > t2, то

P{τ1 > t1, . . . , τn > tn} = P{τ1 > t1, τ3 > t3, . . . , τn > tn}−
− P{τ1 > t1, τ2 ≤ t2, τ3 > t3, . . . , τn > tn}.

Последнее слагаемое равно нулю, так как τ1 ≤ τ2 и поэтому событие
{τ1 > t1, τ2 ≤ t2} невозможно. Первое слагаемое справа не зависит
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от переменной t2. Поэтому производная (5.3.1) равна нулю. Далее
предполагается, что t1 ≤ · · · ≤ tn. Так как τ1, . . . , τn являются мо-
ментами первых n скачков стандартного пуассоновского процесса,
то P{τ1 > t1, . . . , τn > tn} = P{Πt1 < 1, . . . ,Πtn < n}. Последнюю
вероятность можно записать в виде суммы

P{Πt1 < 1, . . . ,Πtn < n} =
∑

P{Πt1 = k1, . . . ,Πtn = kn},

где суммирование распространяется на все целые неотрицательные
числа k1, . . . , kn такие, что km < m,m = 1, . . . , n, k1 ≤ · · · ≤ kn.
Возрастание чисел является следствием возрастания случайных ве-
личин Πt1 , . . . ,Πtn . Так как приращения случайного процесса неза-
висимы и имеют пуассоновские распределения, то

P{Πt1 = k1, . . . ,Πtn = kn} =

= P{Πt1 = k1,Πtm −Πtm−1 = km − km−1,m = 2, . . . , n} =

= e−λtn
(λt1)k1

k1!

n∏
m=2

(λ(tm − tm−1))km−km−1

(km − km−1)!
.

Обозначим f = f(t1, . . . , tn) функцию справа. Из условий km < m,
m = 1, . . . , n, следует, что k1 = 0. Если k1 = k2, то функция f
не зависит от t1 и, следовательно, производная ∂n

∂t1···∂tn f(t1, . . . , tn)
равна нулю. Поэтому 0 = k1 < k2 = 1. Если k2 = k3, то функция f
не зависит от t3 и, следовательно, ∂n

∂t1···∂tn f(t1, . . . , tn) = 0. Поэтому
k2 < k3 = 2. С помощью подобных рассуждений можно убедиться,
что km = m− 1 для всех m = 1, . . . , n. Отсюда следует, что

qn(t1, . . . , tn) = (−1)n
∂n

∂t1 · · · ∂tn
P{Πt1 = k1, . . . ,Πtn = kn} =

= (−1)n
∂n

∂t1 · · · ∂tn
λn−1e−λtn

n∏
m=2

(tm − tm−1) = λne−λtn . J

При доказательстве теоремы было отмечено, что момент n-го
скачка τn стандартного пуассоновского процесса можно представить
в виде суммы независимых случайных величин с общим экспонен-
циальным распределением. Это наблюдение позволяет вычислить
плотность вероятностей случайной величины τn.

5.3.4. Теорема. Сумма τn = ξ1 + · · · + ξnнезависимых слу-
чайных величин с общим экспоненциальным распределением с па-
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раметром λ имеет плотность вероятностей, равную pn(x) = 0
для x ≤ 0 и pn(x) = λe−λx(λx)n−1/(n− 1)! для x > 0.

I Случайная величина ξ1 имеет экспоненциальное распределе-
ние. Напомним, что ее плотность вероятностей равна p1(x) = λe−λx

для x ≥ 0 и p1(x) = 0 для x < 0. Далее можно рассуждать
по индукции. Предположим, что плотность вероятностей суммы
ξ1 + · · · + ξn имеет указанный вид. Плотность вероятностей pn+1

суммы ξ1 + · · ·+ ξn+1 можно вычислить по формуле свертки

pn+1(x) =

∫ ∞
−∞

p1(t)pn(x− t) dt =

=

∫ x

0
λe−λtλe−λ(x−t)

1

(n− 1)!
(λ(x− t))n−1 dt =

=
1

n!
λe−λx(λx)n для x > 0. J

Интегрирование по частям дает

P{ξ1 + · · ·+ ξn ≤ x} =

∫ x

0
pn(t) dt = 1− e−λx

n−1∑
k=0

(λx)k

k!
, x ≥ 0.

Одно интересное утверждение из доказательства теоремы 5.3.3
полезно сформулировать в виде отдельного замечания в терминах
экспоненциально распределенных случайных величин.

5.3.5. Замечание. Пусть независимые случайные величины
ξ1, . . . , ξn имеют общее экспоненциальное распределение с парамет-
ром λ. Тогда совместная плотность вероятностей случайных ве-
личин τk = ξ1 + · · ·+ ξk, k = 1, . . . , n, равна qn(x1, . . . , xn) = λne−λxn ,
если 0 ≤ x1 ≤ · · · ≤ xn, и нулю в противном случае.

I При доказательстве теоремы 5.3.3 было доказано, что момент
n-го скачка стандартного пуассоновского процесса можно предста-
вить в виде суммы τn = ξ1+· · ·+ξn независимых случайных величин
с общим экспоненциальным распределением с параметром λ > 0.
Было доказано, что искомая плотность вероятностей qn имеет ука-
занный вид. Вот еще одно доказательство этого утверждения, несвя-
занное с пуассоновским процессом.

Совместная плотность вероятностей независимых случайных
величин ξ1, . . . , ξn равна p(x1, . . . , xn) = λn exp{−λ(x1+· · ·+xn)} для
xk ∈ R+, k = 1, . . . , n, и нулю в противном случае. Совместная плот-
ность вероятностей случайных величин τ1, . . . , τn вычисляется по



ГЛАВА 5. ПУАССОНОВСКИЙ ПРОЦЕСС 243

известному из курса теории вероятностей правилу qn(y1, . . . , yn) =
= p(y1, y2 − y1, . . . , yn − yn−1)|J(y1, . . . , yn)| с помощью замены пере-
менных yk = x1 + · · · + xk, k = 1, . . . , n. Якобиан J(y1, . . . , yn) пре-
образования переменных x1 = y1, xk = yk − yk−1, k = 2, . . . , n, как
нетрудно убедиться, равен единице. Поэтому функция qn имеет ука-
занный вид qn(y1, . . . , yn) = λn exp{−λyn}, если 0 ≤ y1 ≤ · · · ≤ yn. В
противном случае qn(y1, . . . , yn) = 0. J

5.4. Другая модель пуассоновского процесса

Имеется еще одна популярная в учебной литературе модель
пуассоновского процесса, которая подчеркивает глубокую связь
между пуассоновским процессом и экспоненциальным распределе-
нием. Считается, что все рассматриваемые случайные величины
определены на данном вероятностном пространстве (Ω,F ,P).

5.4.1. Теорема. Пусть даны независимые случайные величи-
ны ξn, n ∈ N, с общей экспоненциальной плотностью вероятно-
стей p(x) = λe−λx, x > 0, λ > 0. Обозначим τ0 = 0, τn = ξ1 + · · ·+ξn,
Π = {Πt, t ≥ 0}, Πt = sup{n ≥ 0: τn ≤ t}. Тогда Π = {Πt, t ≥ 0}
является пуассоновским процессом с параметром λ.

I Из определения Πt и из теоремы 5.3.4 следует, что

P{Π0 = 0} = 1,P{Πt = k} = P{τk+1 > t} − P{τk > t} =
(λt)k

k!
e−λt

для любых t ≥ 0 и k = 0, k ∈ N. По теореме 5.2.1 достаточно дока-
зать равенство (5.2.1) для любых чисел n ∈ N, 0 = t0 < t1 < · · · < tn
и для любых целых неотрицательных чисел 0 = k0 ≤ k1 ≤ · · · ≤ kn.
Если k1 = · · · = kn = 0, то требуемое равенство (5.2.1) является
следствием равенств P{Πtj = kj , j = 1, . . . , n} = P{Πtn = 0} = e−λtn .

Нам понадобится легко проверяемое равенство

J
(k)
s,t =

∫
· · ·
∫
s<u1≤···≤uk≤t

du1 · · · duk =
(t− s)k

k!
(5.4.1)

для любых чисел k ∈ N, s, t, 0 ≤ s < t.
В замечании 5.3.5 доказано, что совместная плотность вероят-

ностей случайных величин τ1, . . . , τn равна qn(u1, . . . , un) = λne−λun ,
если 0 ≤ u1 ≤ · · · ≤ un, и qn(u1, . . . , un) = 0 в противном случае.
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Если k1 = · · · = kn = k ≥ 1, то (5.2.1) следует из (5.4.1):

P{Πtj =kj , j = 1, . . . , n} = P{τk ≤ t1, tn < τk+1} =

=

∫
· · ·
∫

0≤u1≤···≤uk≤t1

(∫ ∞
tn

λk+1e−λuk+1duk+1

)
du1 · · · duk =

= λke−λtnJ
(k)
0,t1

= e−λtn
n∏
j=1

(λ(tj − tj−1))kj−kj−1

(kj − kj−1)!
.

Нам осталось доказать равенство (5.2.1) для n ≥ 2, k1 < kn. Разо-
бьем числа k1, . . . , kn на несколько групп, равных между собой в
каждой группе. Группа может, в частности, состоять из одного чис-
ла. Пусть 0 = r0 < r1 < r2 < · · · < rm = n,m ≥ 2, такие, что
krj+1 = · · · = krj+1 , j = 0, 1, . . . ,m − 1. Обозначим lj = krj . Числа
lj , j = 1, . . . ,m, строго возрастают. Возможны два случая: l1 =kr1 =0
и l1 = kr1 ≥ 1. Если l1 = kr1 = 0, то

P{Πtj = kj , j = 1, . . . , n} = P{τkj ≤ tj < τkj+1, j = 1, . . . , n} =

= P
{
tr1 < τ1, τlj+1

≤ trj+1, trj+1 < τlj+1+1, j = 1, . . . ,m− 1
}

=

=

∫
· · ·
∫

tr1<u1≤···≤ulm≤trm−1+1,

ulj+1
≤trj+1,trj+1<ulj+1+1,

j=1,...,m−1

q(u1, . . . , ulm+1) du1 · · · dulm+1 =

=

∫
· · ·
∫

tr1<u1≤···≤ulm≤trm−1+1,

ulj+1≤trj+1,trj+1<ulj+1+1,

j=1,...,m−2

(∫ ∞
trm

λlm+1e−λulm+1dulm+1

)
du1 · · · dulm =

= λlme−λtrm
m−1∏
j=1

J
(lj+1−lj)
trj ,trj+1

= e−λtn
m−1∏
j=1

(λ(tri+1 − trj ))lj+1−lj

(lj+1 − lj)!
=

= e−λtn
n∏
j=1

(λ(tj − tj−1))kj−kj−1

(kj − kj−1)!
.

Вычисление многократного интеграла сводится к последовательно-
му применению равенства (5.4.1). Вычисления для случая l1 ≥ 1
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аналогичны. Напомним, что l0 = kr0 = k0 = 0. Мы имеем

P{Πtj = kj , j = 1, . . . , n} = P{τkj ≤ tj < τkj+1, j = 1, . . . , n} =

= P
{
τlj+1

≤ trj+1, trj+1 < τlj+1+1, j = 0, 1, . . . ,m− 1
}

=

=

∫
· · ·
∫

0≤u1≤···≤ulm≤trm−1+1,

ulj+1
≤trj+1,trj+1<ulj+1+1,

j=0,...,m−1

q(u1, . . . , ulm+1) du1 · · · dulm+1 =

= λlme−λtrmJ
(l1)
0,t1

m−1∏
j=1

J
(lj+1−lj)
trj ,trj+1

= e−λtn
n∏
j=1

(λ(tj − tj−1))kj−kj−1

(kj − kj−1)!
. J

Насколько важно предположение об экспоненциальной распре-
деленности случайных величин ξn, n ∈ N, в теореме 5.4.1? В следу-
ющей теореме, принадлежащей Набею (Seiji Nabeya), доказано, что
в этой конструкции пуассоновского процесса можно брать только
экспоненциально распределенные случайные величины.

5.4.2. Теорема. Пусть даны независимые, одинаково распреде-
ленные, положительные случайные величины ξn, n ∈ N. Обозначим
Πt = sup{n ≥ 0: τn ≤ t}, τ0 = 0, τn = ξ1 + · · ·+ ξn. Если для любого
t > 0 случайная величина Πt имеет пуассоновское распределение,
то F – экспоненциальная функция распределения.

I Требуется доказать, что F (t) = P{ξ1 ≤ t} = 1−e−λt для всех
t ≥ 0 и некоторого λ > 0. Случайная величина Πt имеет пуассонов-
ское распределение с некоторым параметром λ(t). Из равенств

e−λ(t) = P{Πt = 0} = P{τ1 > t} = P{ξ1 > t}

следует, что F (t) = 1− e−λ(t), λ(0) = 0, limt→∞ λ(t) =∞, а также то,
что функция λ(t), t ≥ 0, не убывает. Преобразование Лапласа

φ(s) =

∫ ∞
0

e−st dF (t), s ∈ [0,∞),

однозначно определяет функцию F. С помощью интегрирования по
частям функцию φ можно записать в следующем виде

φ(s) = 1− s
∫ ∞

0
e−st(1− F (t)) dt = 1− s

∫ ∞
0

e−st−λ(t) dt.

Для произвольного фиксированного s > 0 неотрицательная функ-
ция ps(t) = se−st−λ(t)/(1− φ(s)), t ≥ 0, интегрируема, и ее интеграл
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по полупрямой [0,∞) равен единице. Поэтому она является плот-
ностью вероятностей некоторой неотрицательной случайной вели-
чины. Преобразование Лапласа суммы τn = ξ1 + · · · + ξn равно φn

произведению преобразований Лапласа слагаемых.
Для любых n ∈ N ∪ {0} и t ≥ 0 выполняются равенства

λn(t)

n!
e−λ(t) = P{Πt = n} = P{τn+1 > t} − P{τn > t}.

Умножим все члены этих равенств на e−st, s > 0, и проинтегрируем
по t ≥ 0. С помощью интегрирования по частям мы получим∫ ∞

0
e−st−λ(t)

λn(t)

n!
dt =

1

s

∫ ∞
0

e−st(P{τn+1 > t} − P{τn > t}) dt =

=
1

s
(φn(s)− φn+1(s)), s > 0.

Умножим все члены этих равенств на (iz)n, где i =
√
−1 и z ∈ R, и

просуммируем по n ∈ N ∪ {0}. Это приведет к равенствам∫ ∞
0

e−st−λ(t)+izλ(t) dt =

∫ ∞
0

e−st−λ(t)
∞∑
n=0

(izλ(t))n

n!
dt =

=
1

s

∞∑
n=0

(iz)n(φn(s)− φn+1(s)) =
1− φ(s)

s(1− izφ(s))
,

и, следовательно,∫ ∞
0

ps(t)e
izλ(t) dt =

∫ ∞
0

e−st−λ(t)+izλ(t)
s

1− φ(s)
dt =

1

1− izφ(s)
.

Это равенство выполняется для всех z ∈ R. Выше упоминалось, что
ps является плотностью вероятностей некоторой неотрицательной
случайной величины ξ. Справа стоит характеристическая функция
случайной величины τ с экспоненциальным распределением с па-
раметром 1/φ(s). По теореме единственности случайные величины
λ(ξ) и τ имеют общее экспоненциальное распределение с плотно-
стью вероятностей exp{−t/φ(s)}/φ(s), t ≥ 0. Поэтому для любых a
и b, 0 ≤ a ≤ b, выполняются равенства∫ λ(b)

λ(a)
(e−t/φ(s)/φ(s)) dt = P{λ(a) ≤ λ(ξ) ≤ λ(b)} =

∫ b

a
ps(t) dt.
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Отсюда следует, что функция λ(t), t ≥ 0, строго возрастает и непре-
рывна. Действительно, если λ(a) = λ(b) для некоторых 0 ≤ a < b,
то, справа стоит положительная величина, а слева стоит ноль. Если
в некоторой точке c > 0 функция λ имеет разрыв, то полагая a ↑ c
и b ↓ c, мы снова придем к невозможному равенству. По теореме о
среднем найдется число θ ∈ [λ(a), λ(b)] такое, что

λ(b)− λ(a)

b− a
e−θ/φ(s)/φ(s) =

1

b− a

∫ b

a
ps(t) dt.

Полагая b→ a, мы найдем, что

λ′(a)e−λ(a)/φ(s)/φ(s) = ps(a) =
s

1− φ(s)
e−sa−λ(a).

Отсюда следует, что

(e−λ(a)(1/φ(s)−1))′ = −λ′(a)(1/φ(s)− 1)e−λ(a)(1/φ(s)−1) = −se−sa.

Интегрирование по переменной a ∈ [0, t] приводит к следующему
равенству λ(t) = sφ(s)t/(1−φ(s)). Оно означает, что все случайные
величины ξn, n ∈ N, имеют общее экспоненциальное распределение
с параметром sφ(s)/(1− φ(s)). J

5.5. Считающий пуассоновский процесс

Пуассоновский процесс является примером считающего про-
цесса. Он является единственным случайным процессом в классе
считающих процессов Леви. Предполагается, что все случайные про-
цессы, о которых пойдет речь, определены на полном вероятностном
пространстве (Ω,F ,P). Понятия согласованности и марковского мо-
мента определяются относительно непрерывной справа, расширен-
ной фильтрации F = {Ft : Ft ⊆ F , t ≥ 0}.

5.5.1. Определение. Пусть дана неограниченно строго воз-
растающая последовательность {τn}n≥1 положительных случайных
величин. Случайный процесс {Nt, t ≥ 0}, Nt =

∑∞
n=1 1{τn≤t}, назы-

вается считающим.
Случайные величины τn, n ∈ N, можно интерпретировать как

моменты наступления некоторых событий. Тогда τn иNt обозначают
момент поступления n-го события и число событий, поступивших до
момента t включительно.
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5.5.2. Теорема. Считающий процесс {Nt, t ≥ 0} согласован с
фильтрацией F тогда и только тогда, когда случайные величины
τn, n ∈ N, являются F-марковскими моментами.

I Утверждение является следствием легко проверяемого ра-
венства {τn ≤ t} = {Nt ≥ n} для любых n ∈ N и t ∈ R+. J

5.5.3. Теорема. Любой считающий F-процесс Леви является
стандартным пуассоновским процессом.

I Cчитающий процесс {Nt, t ≥ 0} определяется некоторой
строго возрастающей последовательностью {τn}n≥1, τn ↑ ∞, неот-
рицательных случайных величин. Обозначим τ0 = 0. Из определе-
ния 5.5.1 следует, что Nt = max{n ≥ 0: τn ≤ t}, 0 ≤ Nt − Nt− ≤ 1,
N0 = 0. В теореме 5.5.2 доказано, что случайные величины τn, n ∈ N,
являются F-марковскими моментами. Они связаны соотношениями
τ1 = inf{t > 0: Nt > 1}, τn+1 = {t > 0: t > τn, Nt −Nτn > 1}, n ∈ N.
По теореме 4.6.4 случайные величины τ1, τn+1 − τn, n ∈ N, незави-
симы и имеют общее распределение. Ниже будет доказано, что τ1

имеет экспоненциальное распределение. По теореме 5.4.1 случайный
процесс N является пуассоновским процессом. Будучи F-процессом
Леви, он является стандартным пуассоновским процессом.

Докажем, что τ1 имеет экспоненциальное распределение с неко-
торым параметром λ > 0. Для любых s, t, 0 ≤ s < t, случайные
величины Ns и Nt − Ns независимы. Так как Ns ≥ 0, Nt − Ns ≥ 0,
Nt = Ns+(Nt−Ns), то P{Nt = 0} = P{Ns = 0}P{Nt−Ns = 0}.Функ-
ция λ(t) = P{Nt = 0}, t ∈ R+, не возрастает и непрерывна справа. В
силу однородности случайного процесса N выполняется равенство
P{Nt −Ns = 0} = P{Nt−s = 0}, и, следовательно, λ(t+ s) = λ(t)λ(s)
для любых s, t ∈ R+. Если функция λ обращается в ноль в некоторой
точке, то она тождественно равна нулю. Поэтому P{Nt−Ns ≥ 1} = 1
для любых s, t, s < t, и, следовательно, Nt =

∑n
k=1(Ntk −Ntk−1

) ≥ n
п.в. для любых 0 = t0 < · · · < tn ↑ t. Полагая n→∞, мы видим, что
Nt =∞ п.в. для любого t > 0. Это вступает в противоречие с опре-
делением считающего процесса. Далее предполагается, что λ(t) > 0
для всех t ∈ R+. Обозначим λ = − lnλ(1). Для любых k, n ∈ N спра-
ведливы равенства λ(1) = λn(1/n) и λ(k/n) = λk(1/n), из которых
следует, что λ(k/n) = e−λk/n. Для любого t ≥ 0 найдется убываю-
щая последовательность {kn/n}n≥1, сходящаяся к t. Полагая n→∞
в равенстве λ(kn/n) = e−λkn/n, мы получим P{Nt = 0} = λ(t) = e−λt.
Выше уже отмечалось равенство {τ1 > t} = {Nt = 0}. Из него сле-
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дует, что P{τ1 ≤ t} = 1 − P{Nt = 0} = 1 − e−λt. Число λ строго
положительно. Если λ = 0, то P{τ1 > t} = P{Nt = 0} = 1 для всех
t ≥ 0. Отсюда следует невозможное равенство τ1 =∞ п.в. J

5.5.4. Замечание. Теорема 5.5.3 имеет многочисленные при-
менения в теории массового обслуживания. В терминах потоков со-
бытий и при некоторых дополнительных предположениях она была
доказана Александром Яковлевичем Хинчиным.

Стандартный пуассоновский процесс является процессом Леви
относительно своей естественной фильтрации. По теореме 5.5.2 его
моменты скачков являются марковскими моментами. В следующей
теореме утверждается, что моменты скачков не могут быть пред-
сказуемыми марковскими моментами.

5.5.5. Теорема. Пусть стандартный пуассоновский процесс
Π = {Πt, t ≥ 0} с параметром λ > 0 является процессом Леви от-
носительно некоторой фильтрации F = {Ft : Ft ⊆ F , t ≥ 0}. Тогда
все моменты скачков случайного процесса Π не являются предска-
зуемыми F-марковскими моментами.

I Обозначим τn, n ∈ N, последовательные моменты скачков
данного пуассоновского процесса Π. В силу следствия 4.6.3 функ-
ция τn+1 является моментом первого скачка стандартного пуассо-
новского процесса {Πτn+t − Πτn , t ≥ 0}. Поэтому достаточно дока-
зать, что момент τ1 первого скачка пуассоновского процесса Π не
является предсказуемым. Предположим противное, что τ1 является
предсказуемым F-марковским моментом. По теореме 5.3.3 случай-
ная величина τ1 имеет экспоненциальное распределение с парамет-
ром λ и математическим ожиданием Eτ1 = 1/λ. Возьмем какую-
нибудь предвещающую последовательность {σn}n≥1 для τ1. В силу
неравенств 0 ≤ σn ≤ τ1 можно применить теорему об ограничен-
ной сходимости, по которой limn→∞ Eσn = Eτ1 = 1/λ. По следствию
4.6.3 случайный процесс {Πσn+t−Πσn , t ≥ 0} является стандартным
пуассоновским процессом с параметром λ. Момент σ первого скач-
ка этого случайного процесса равен σ = τ1 − σn. Отсюда следует
противоречивое утверждение

1/λ = Eσ = Eτ1 − lim
n→∞

Eσn = 1/λ− 1/λ = 0. J



Глава 6
Процесс броуновского
движения

Процесс броуновского движения служит математической мо-
делью хаотического движения мелких частиц в жидкости. Явление
хаотического движения было открыто в 1670 году создателем тео-
рии микроскопии и изобретателем микроскопа Левенгуком (Antoni
van Leeuwenhook). Через сто пятьдесят семь лет в 1827 году это
явление вновь открыл и основательно изучил английский ботаник
Броун (Robert Brown). В последствии хаотическое движение, откры-
тое Левенгуком и Броуном, получило название броуновского движе-
ния. Первая математическая модель процесса броуновского движе-
ния была построена Башелье (Louis Bachelier) в 1900 году для опи-
сания динамики ценных бумаг (облигаций). Другая модель была
предложена Эйнштейном (Albert Einstein) и Смолуховским (Marian
Smoluchowski) в 1905 году для объяснений некоторых явлений диф-
фузии. Строгая математическая теория процесса броуновского дви-
жения была предложена Винером (Norbert Wiener) в 1923 году.

6.1. Модель броуновского движения

Имеется большое число конструкций процесса броуновского
движения. Здесь будет изложена конструкция Леви (Paul Lévy).
Предполагается, что все рассматриваемые ниже случайные величи-
ны определены на вероятностном пространстве (Ω,F ,P).

6.1.1. Определение. Непрерывный вещественный случайный
процесс B = {Bt, t ∈ T}, где T = [a, b] или T = [a,∞), a, b ∈ R,
называется процессом броуновского движения, если: (i) Ba = 0;
(ii) для любых a = t0 < t1 < · · · < tn, n ≥ 2, из T случайные
величины Btk −Btk−1

, k = 1, . . . , n, независимы;
(iii) для любых s, t ∈ T, s < t, разность Bt − Bs имеет нормальное
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распределение

P{Bt −Bs ∈ A} =
1√

2π(t− s)

∫
A
e−u

2/(2(t−s))du,A ∈ B(R).

6.1.2. Теорема. Процесс броуновского движения существует.
I Сначала будет построен процесс броуновского движения B с

параметрическим множеством T = [0, 1]. С помощью замены пере-
менной u = (t − a)/(b − a) можно построить процесс броуновского
движения (b− a)−1/2B(t−a)/(b−a) с множеством T = [a, b].

По следствию 3.1.4 можно считать, что существуют независи-
мые случайные величины Xk, k ∈ N ∪ {0}, с общей стандартной
нормальной функцией распределения. По теореме 2.4.7 вероятность
события Ω′ = ∪∞n=1∩∞k=n {|Xk| ≤ 2

√
ln k} равна единице. Для любого

ω ∈ Ω′ найдется n0 = n0(ω) такое, что |Xn(ω)| ≤ 2
√

lnn для всех
n > n0. По теореме 2.2.7 ряд

∞∑
n=0

Xn(ω)

∫ t

0
Hn(u) du, t ∈ [0, 1], (6.1.1)

сходится равномерно по t ∈ [0, 1]. Определим случайный процесс
B = {Bt, t ∈ [0, 1]}, положим Bt(ω) равным сумме ряда (6.1.1), если
ω ∈ Ω′, и Bt(ω) = 0, если ω /∈ Ω′. Докажем, что он является про-
цессом броуновского движения. Заметим, что все его траектории
непрерывны и обращаются в ноль при t = 0.

Проверим, что он удовлетворяет двум другим условиям из
определения 6.1.1. Пусть 0 = t0 < t1 < · · · < tn ≤ 1, n ≥ 2. Вы-
числим совместную характеристическую функцию

φt1,...,tn(u1, . . . , un) = Eei
∑n
k=1 uk(Btk−Btk−1

), (6.1.2)

случайных величин Btk−Btk−1
, k=1, . . . , n, для любых u1, . . . ,un∈R.
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Обозначим Sm(t) = ∫ t0Hm(u) du и заметим, что

φt1,...,tn(u1, . . . , un) = E exp
{
i

n∑
k=1

uk

∞∑
m=0

(Sm(tk)− Sm(tk−1))Xm

}
=

= E exp
{
i

∞∑
m=0

n∑
k=1

uk(Sm(tk)− Sm(tk−1))Xm

}
=

=

∞∏
m=0

E exp
{
i

n∑
k=1

uk(Sm(tk)− Sm(tk−1))Xm

}
=

=

∞∏
m=0

exp
{
− 1

2

( n∑
k=1

uk(Sm(tk)− Sm(tk−1))
)2}

=

= exp
{
− 1

2

∞∑
m=0

( n∑
k=1

uk(Sm(tk)− Sm(tk−1))
)2}

.

Здесь было принято во внимание, что случайные величины Xm,
m ∈ {0} ∪ N, независимы и то, что характеристическая функция
случайной величины Xm равна E exp{iuXm} = exp{−u2/2}, u ∈ R.
Запишем сумму в экспоненте в следующем виде
∞∑
m=0

( n∑
k=1

uk(Sm(tk)− Sm(tk−1))
)2

=
n∑
k=1

u2
k

∞∑
m=0

(Sm(tk)− Sm(tk−1))2+

+ 2
∑

1≤k<r≤n
ukur

∞∑
m=0

(Sm(tk)− Sm(tk−1))(Sm(tr)− Sm(tr−1)).

Обозначим Jk индикаторную функцию множества [tk−1, tk]. Заме-
тим, что (Sm(tk) − Sm(tk−1))2 = 〈Jk, Hm〉2. С помощью равенства
Парсеваля (2.2.4) и формулы для скалярного произведения (2.2.5),
применительно к функциям Хаара, можно убедиться, что

∞∑
m=0

(Sm(tk)− Sm(tk−1))2 =
∞∑
m=0

〈Jk, Hm〉2 = 〈Jk, Jk〉 = tk − tk−1.

Аналогично, если k 6= r, то
∞∑
m=0

(Sm(tk)− Sm(tk−1))(Sm(tr)− Sm(tr−1)) =

=

∞∑
m=0

〈Jk, Hm〉〈Jr, Hm〉 = 〈Jk, Jr〉 = 0.



ГЛАВА 6. ПРОЦЕСС БРОУНОВСКОГО ДВИЖЕНИЯ 253

Отсюда, в силу (6.1.2), следует, что

φt1,...,tn(u1, . . . , un) =
n∏
k=1

exp
{
−
u2
k

2
(tk − tk−1)

}
. (6.1.3)

При uk = 0, k 6= r, это равенство принимает следующий вид

E exp
{
iur(Btr −Btr−1)

}
= exp

{
− u2

r

2
(tr − tr−1)

}
. (6.1.4)

Отсюда следует, что при tr = s и tr+1 = t, приращение Bt − Bs
имеет нормальное распределение с параметрами E(Bt − Bs) = 0
и E|Bt − Bs|2 = t − s. Равенство (6.1.4) позволяет прочитать ра-
венство (6.1.3) следующим образом. Совместная характеристиче-
ская функция случайных величин Btk − Btk−1

, k = 1, . . . , n, может
быть записана в виде произведения характеристических функций
этих случайных величин. По теореме 2.1.12 случайные величины
Btk −Btk−1

, k = 1, . . . , n, независимы.
Построим процесс броуновского движения с параметрическим

множеством T = [a,∞). По следствию 3.1.4 можно считать, что су-
ществуют независимые случайные величиныXn,k, n ∈ N, k ∈ {0}∪N,
с общей стандартной нормальной функцией распределения. С помо-
щью случайных величин Xn,k, k ∈ N∪{0}, можно построить процесс
броуновского движения B(n) = {B(n)

t , t ∈ [a+ n− 1, a+ n]}. Опреде-
лим случайный процесс B = {Bt, t ≥ a}, положив

Bt =

{
B

(1)
t , t ∈ [a, a+ 1],∑n−1
k=1 B

(k)
a+k +B

(n)
t , t ∈ [a+ n− 1, a+ n], n ∈ N.

По аналогии с доказательством теоремы 5.1.2 о пуассоновском про-
цессе можно убедиться, что построенный выше случайный процесс
является процессом броуновского движения. J

В теории случайных процессов и ее приложениях встречается
линейная комбинация µt + σBt, t ∈ T, с вещественными коэффици-
ентами. Этот случайный процесс получил специальное название.

6.1.3. Определение. Пусть дан процесс броуновского движе-
ния B = {Bt, t ∈ T} с параметрическим множеством T = [a, b] или
T = [a,∞), a, b ∈ R. Случайный процесс {µt+σBt, t ∈ T} называется
процессом броуновского движения с коэффициентом сноса µ ∈ R и
коэффициентом диффузии σ2,σ > 0.
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Процесс броуновского движения может быть представлен мно-
гими способами. Некоторые из них вместе с доказательствами пере-
числены в следующей теореме.

6.1.4. Теорема. Пусть дан процесс броуновского движения
B = {Bt, t ≥ 0}. Тогда каждый из следующих четырех случайных
процессов является процессом броуновского движения:
(i) {−Bt, t ≥ 0}; (ii) {Ba+t −Ba, t ≥ 0} для любого a > 0;
(iii) {

√
cBt/c, t ≥ 0} для любого c > 0; (iv) {tB1/t, t ≥ 0}, где tB1/t = 0

при t = 0 полагают по определению.
I Утверждения (i) – (iii) очевидны. Докажем утверждение (iv).

Сначала убедимся, что конечномерные распределения случайного
процесса {tB1/t, t ≥ 0} являются многомерными нормальными рас-
пределениями. По замечанию 2.4.5 достаточно доказать, что для
любых 0 = t0 < t1 < · · · < td и u1, . . . , ud ∈ R линейная комбина-
ция ξ = u1t1B1/t1 + · · · + udtdB1/td имеет одномерное нормальное
распределение. Действительно, случайная величина ξ имеет нор-
мальное распределение, так как она является линейной комбина-
цией (

∑d
j=1 ujtj)B1/td +

∑d
k=2(

∑k−1
j=1 ujtj)(B1/tk−1

− B1/tk) независи-
мых нормально распределенных случайных величин с веществен-
ными коэффициентами. Далее, многомерное нормальное распреде-
ление однозначно определяется математическим ожиданием и кова-
риационной матрицей. В рассматриваемом случае E(tB1/t) = 0 для
любого t ≥ 0 и E(sB1/stB1/t) = s ∧ t для любых s, t ≥ 0. Именно
такие математическое ожидание и ковариационную матрицу имеет
процесс броуновского движения. Тем самым доказано, что случай-
ный процесс {tB1/t, t ≥ 0} и процесс броуновского движения имеют
одинаковые конечномерные распределения. Наконец, заметим, что
траектории случайного процесса {tB1/t, t ≥ 0} непрерывны. J

6.2. Конечномерные распределения

Здесь будут вычислены конечномерные распределения процес-
са броуновского движения, параметрическим множеством которого
является положительная полупрямая. Все сказанное без труда мож-
но перенести на процессы броуновского движения с другими пара-
метрическими множествами. Пусть процесс броуновского движения
B = {Bt, t ≥ 0} определен на вероятностном пространстве (Ω,F ,P).



ГЛАВА 6. ПРОЦЕСС БРОУНОВСКОГО ДВИЖЕНИЯ 255

Вычислим совместную характеристическую функцию

ft1,...,tn(u1, . . . , un) = Eei
∑n
k=1 ukBtk (6.2.1)

случайных величин Bt1 , . . . , Btn для любых чисел u1, . . . , un ∈ R и
0 = t0 < t1 < · · · < tn <∞. В силу (6.1.3) справедливы равенства

ft1,...,tn(u1, . . . , un) = Eei
∑n
k=1

∑n
r=k ur(Btk−Btk−1

) =

= e−2−1
∑n
k=1(

∑n
r=k ur)

2(tk−tk−1).

Обозначим vk = uk + · · ·+un для k = 1, . . . , n. Перепишем равенство
E exp{ivk(Btk −Btk−1

)} = exp{−v2
k(tk − tk−1)/2} в следующем виде

e−v
2
k(tk−tk−1)/2 =

1√
2π(tk − tk−1)

∞∫
−∞

eivkxk−x
2
k/2(tk−tk−1) dxk.

В результате получится новое представление функции (6.2.1)

ft1,...,tn(u1, . . . , un)=
n∏
k=1

1√
2π(tk − tk−1)

∞∫
−∞

eivkxk−x
2
k/2(tk−tk−1) dxk =

=

n∏
k=1

1√
2π(tk − tk−1)

∞∫
−∞

· · ·
∞∫
−∞

e
∑n
k=1[ivkxk−x2

k/2(tk−tk−1)] dx1 · · · dxn.

Замена переменных x1 = y1, xk = yk − yk−1, y0 = 0, k = 1, . . . , n,
приводит к следующему равенству

ft1,...,tn(u1, . . . , un) =

n∏
k=1

1√
2π(tk − tk−1)

×

×
∞∫
−∞

· · ·
∞∫
−∞

e
∑n
k=1[iukyk−(yk−yk−1)2/2(tk−tk−1)] dy1 · · · dyn.

Из этой записи следует, что случайные величины Bt1 , . . . , Btn имеют
совместную плотность вероятностей

pt1,...,tn(y1, . . . , yn) =
n∏
k=1

1√
2π(tk − tk−1)

e−(yk−yk−1)2/2(tk−tk−1),
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y0 = 0, y1, . . . , yn ∈ R. Совместное распределение случайных величин
Bt1 , . . . , Btn можно вычислить по следующей формуле

Pt1,...,tn{A} =

∫
· · ·
∫
A
pt1,...,tn(y1, . . . , yn) dy1 · · · dyn, A ∈ B(Rn).

6.3. Принцип отражения

Принцип отражения для броуновского движения состоит в
том, что отражение броуновского движения относительно некоторой
прямой снова является процессом броуновского движения. Пусть
процесс броуновского движения B = {Bt, t ≥ 0} определен на веро-
ятностном пространстве (Ω,F ,P). Он является процессом с неза-
висимыми приращениями. К нему, в частности, применима тео-
рема 4.1.2, по которой для любого s ∈ R+ случайный процесс
{Bt+s − Bs, t ≥ 0} не зависит от сигма-алгебры σ(Bt, 0 ≤ t ≤ s).
Это означает, что существуют фильтрации, относительно которых
процесс броуновского движения является процессом Леви.

6.3.1. Теорема. Предположим, что процесс броуновского дви-
жения B = {Bt, t ≥ 0} является процессом Леви относительно
фильтрации F = {Ft : Ft ⊆ F , t ≥ 0}. Тогда для любого F-мар-
ковского момента τ случайный процесс {Bτ∧t − (Bt − Bτ∧t), t ≥ 0}
является процессом броуновского движения.

I Обозначим B′t = Bτ∧t−(Bt−Bτ∧t). Достаточно доказать, что
для любых чисел n ∈ N и 0 = t0 < t1 < · · · < tn совместные характе-
ристические функции случайных величин B′t1 , . . . , B

′
tn и Bt1 , . . . , Btn

совпадают. Заметим, что для любого k = 1, . . . , n выполняется ра-
венство Bτ∧tk − (Btk − Bτ∧tk) = B(τ∧tn)∧tk − (Btk − B(τ∧tn)∧tk). Это
наблюдение позволяет взять τ ∧ tn вместо τ. Другими словами, при
доказательстве равенства характеристических функций можно счи-
тать, что τ ограничено некоторым числом. Предположим дополни-
тельно, что множество V значений случайной величины τ конеч-
но. Позже это дополнительное условие будет устранено. Для любых
u1, . . . , un ∈ R справедливо следующее равенство

Eei
∑n
k=1 ukB

′
tk =

∑
v∈V

E
(
ei

∑n
k=1 uk(Bv∧tk−(Btk−Bv∧tk ))1{τ=v}

)
.

Обратим внимание, что функция eiu1Bv∧t1+···+iunBv∧tn1{τ=v} изме-
рима относительно σ-алгебры Fv. Поэтому она не зависит от слу-
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чайного вектора ((Bt1 − Bv∧t1), . . . , (Btn − Bv∧tn)), так как он не
зависит от Fv. По теореме 6.1.4 нормальные случайные векторы
((Bt1−Bv∧t1), . . . , (Btn−Bv∧tn)) и (−(Bt1−Bv∧t1), . . . ,−(Btn−Bv∧tn))
одинаково распределены. С учетом этих замечаний мы получим

Eei
∑n
k=1 ukB

′
tk =

∑
v∈V

E
(
ei

∑n
k=1 uk(Bv∧tk−(Btk−Bv∧tk ))1{τ=v}

)
=

=
∑
v∈V

E
(
ei

∑n
k=1 ukBv∧tk1{τ=v}

)
E
(
e−i

∑n
k=1 uk(Btk−Bv∧tk )

)
=

=
∑
v∈V

E
(
ei

∑n
k=1 ukBv∧tk1{τ=v}

)
E
(
ei

∑n
k=1 uk(Btk−Bv∧tk )

)
=

=
∑
v∈V

E
(
ei

∑n
k=1 uk(Bv∧tk+(Btk−Bv∧tk ))1{τ=v}

)
=

=
∑
v∈V

E
(
ei

∑n
k=1 ukBtk1{τ=v}

)
= Eei

∑n
k=1 ukBtk .

Предположим теперь, что τ принимает произвольное число значе-
ний. По теореме 3.6.12 найдутся марковские моменты τm,m ∈ N,
такие, что каждый из них принимает конечное число значений и
τm ↓ τ при m ↑ ∞. По доказанному выше выполняется равенство

Eei
∑n
k=1 uk(Bτm∧tk−(Btk−Bτm∧tk )) = Eei

∑n
k=1 ukBtk .

По теореме об ограниченной сходимости можно перейти к пределу
под знаком математического ожидания при m → ∞. В результате
мы придем к равенству Eei

∑n
k=1 ukB

′
tk = Eei

∑n
k=1 ukBtk . J

Ряд свойств процесса броуновского движения можно выявить
с помощью следующей теоремы Башелье (Luis Bachelier).

6.3.2. Теорема. Пусть дан процесс броуновского движения
B = {Bt, t ≥ 0}. Для любого t > 0 случайные величины |Bt|,
Mt = sup0≤s≤tBs, Mt−Bt одинаково распределены. Более того, сов-
местные плотности вероятностей пар случайных величин Mt, Bt
и Mt,Mt −Bt имеют следующий вид

pMt,Bt(x, y) =


2(2x− y)√

2π t3/2
e−(2x−y)2/2t, если x ≥ y ∨ 0,

0, в противном случае;

pMt,Mt−Bt,(x, y) =


2(x+ y)√

2πt3/2
e−(x+y)2/2t, если x, y ≥ 0,

0, в противном случае.
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I Вычислим совместную плотность вероятностей случайных
величинMt иBt. Если 0 < x ≤ y, то P{Mt < x,Bt < y} = P{Mt < x}.
Так как Mt ≥ 0, то P{Mt < x,Bt < y} = 0 для x ≤ 0, y ∈ R. Пусть
x ≥ y∨0. По следствию 3.11.5 функция τ = inf{s ≥ 0: Bs = x}, явля-
ется марковским моментом относительно естественной фильтрации
{F (B)

t , t ≥ 0}, F (B)
t = σ(Bs, 0 ≤ s ≤ t), процесса броуновского дви-

жения. Заметим, что

P{Mt ≥ x,Bt < y} = P{Mt ≥ x,Bt < y, τ ≤ t, Bτ∧t = x} ≤
≤ P{Bτ∧t − (Bt −Bτ∧t) > 2x− y}.

С другой стороны,

P{Bτ∧t − (Bt −Bτ∧t) > 2x− y} =

= P{Bτ∧t − (Bt −Bτ∧t) > 2x− y, τ ≤ t}+
+ P{Bτ∧t − (Bt −Bτ∧t) > 2x− y, τ > t} =

= P{Bτ = x,Bt < y, τ ≤ t}+ P{Bt > 2x− y, τ > t} ≤
≤ P{Mt ≥ x,Bt < y}+P{Bt > x, τ > t}=P{Mt ≥ x,Bt < y}.

Подытоживая, мы получим

P{Mt < x,Bt < y}=


0, x ≤ 0, y ∈ R,
P{Mt < x}, 0 < x ≤ y,
P{Bt < y}−P{B′t > 2x− y}, x ≥ y ∨ 0.

По теореме 6.3.1 случайная величина B′t имеет нормальное распре-
деление с параметрами 0 и t и, следовательно,

P{B′t > 2x− y} =
1√
2πt

∫ ∞
2x−y

exp{−u2/2t} du.

Плотность вероятностей pMt,Bt(x, y) равна нулю, если x < 0 ∨ y, и

pMt,Bt(x, y) =
∂2

∂x∂y
P{Mt < x,Bt < y} =

=
∂2

∂x∂y

( −1√
2πt

∫ ∞
2x−y

exp{−u2/2t} du
)
, x ≥ y ∨ 0.

Вычисление производной предоставляется читателю.
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Совместная функция распределения P{Mt < x,Mt − Bt < y}
неотрицательных случайных величин Mt и Mt − Bt равна нулю, и,
следовательно, pMt,Mt−Bt(x, y) = 0, если x∧ y ≤ 0. Если x∧ y > 0, то

P{Mt < x,Mt −Bt < y} =

∫ ∫
u<x,u−v<y

pMt,Bt(u, v) dudv =

=

∫ x

0

∫ y

0

2(u+ v)√
2πt3/2

e−(u+v)2/2t dvdu.

Плотность вероятностей pMt,Mt−Bt вычисляется по формуле

pMt,Mt−Bt(x, y) =
∂2

∂x∂y

(∫ x

0

∫ y

0

2(u+ v)√
2πt3/2

e−(u+v)2/2t dvdu
)
.

Плотности вероятностей случайных величин |Bt|,Mt − Bt,Mt

вычисляются по известным формулам

p|Mt|(x) =
d

dx

( 1√
2πt

∫ x

−x
e−u

2/(2t)du
)

=
2√
2πt

e−x
2/2t, x ≥ 0,

pMt−Bt(y) =

∫ ∞
0

pMt,Mt−Bt(x, y) dx =
2√
2πt

e−y
2/2t, y ≥ 0,

pMt(x) =

∫ ∞
−∞

pMt,Bt(x, y) dy =
2√
2πt

e−x
2/2t, x ≥ 0. J

6.3.3. Следствие. Пусть дан процесс броуновского движения
B = {Bt, t ≥ 0}. Для любого положительного числа x > 0 случайная
величина τ = inf{s ≥ 0: Bs = x} имеет плотность вероятностей

d

dt
P{τ ≤ t} =

x√
2πt3/2

e−x
2/2t, t > 0.

I Утверждение следует из равенств

P{τ ≤ t} = P{Mt ≥ x} =
2√
2πt

∫ ∞
x

e−u
2/2t du. J

6.3.4. Следствие. Пусть дан процесс броуновского движения
B = {Bt, t ≥ 0}. Для любых чисел 0 ≤ a < b, x > 0 выполняется
неравенство

P{ sup
a≤t≤b

|Bt −Ba| > x} ≤ 2P{|Bb −Ba| > x} =
4√
2π

∫ ∞
x/
√
b−a

e−u
2/2 du.
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I По теореме 6.1.4 случайные процессы {Ba+t − Ba, t ≥ 0} и
{−(Ba+t−Ba), t ≥ 0} являются процессами броуновского движения.
По теореме Башелье выполняются равенства

P{ sup
a≤t≤b

(Bt −Ba) > x} = P{|Bb −Ba| > x},

P{ sup
a≤t≤b

(−(Bt −Ba)) > x} = P{|Bb −Ba| > x}.

Отсюда следует, что

P{ sup
a≤t≤b

|Bt −Ba| > x} ≤ P{ sup
a≤t≤b

(Bt −Ba) > x}+

+ P{ sup
a≤t≤b

(−(Bt −Ba)) > x} = 2P{|Bb −Ba| > x}. J

6.4. Броуновские траектории

Траектории процесса броуновского движения обладают инте-
ресными свойствами. Здесь будут исследованы некоторые из них.
Пусть процесс броуновского движения B = {Bt, t ≥ 0} определен на
вероятностном пространстве (Ω,F ,P).

6.4.1. Теорема. Разобьем сегмент [a, b], 0 ≤ a < b, точками
a = tn,0 < · · · < tn,mn = b таким образом, чтобы выполнялось
условие limn→∞max1≤k≤mn(tn,k − tn,k−1) = 0. Тогда

lim
n→∞

E
∣∣ mn∑
k=1

(Btn,k −Btn,k−1
)2 − (b− a)

∣∣2 = 0. (6.4.1)

I По формуле (A − B)2 = A2 − 2AB + B2 для A,B ∈ R выра-
жение под знаком предела можно переписать в следующем виде

E
∣∣ mn∑
k=1

(Btn,k −Btn,k−1
)2 − (b− a)

∣∣2 = E
∣∣ mn∑
k=1

(Btn,k −Btn,k−1
)2
∣∣2−

− 2(b− a)

mn∑
k=1

E|Btn,k −Btn,k−1
|2 + (b− a)2.

Так как E|Btn,k−Btn,k−1
|2 = tn,k− tn,k−1 и

∑mn
k=1(tn,k− tn,k−1) = b−a,

то предыдущее равенство принимает следующий вид

E
∣∣ mn∑
k=1

(Btn,k−Btn,k−1
)2− (b−a)

∣∣2 = E
∣∣ mn∑
k=1

(Btn,k−Btn,k−1
)2
∣∣2− (b−a)2.
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Для вычисления математического ожидания справа можно восполь-
зоваться формулой (a1 + · · · + an)2 =

∑n
k=1 a

2
k + 2

∑
1≤k<m≤n akam

для любых a1, . . . , an ∈ R, что приведет к равенству

E
∣∣ mn∑
k=1

(Btn,k −Btn,k−1
)2
∣∣2 =

mn∑
k=1

E
∣∣Btn,k −Btn,k−1

|4+

+ 2
∑

1≤k<m≤mn

E
(
|Btn,k −Btn,k−1

|2|Btn,m −Btn,m−1 |2
)
.

Процесс броуновского движения имеет независимые приращения, и,
следовательно,

E
(
|Btn,k −Btn,k−1

|2|Btn,m −Btn,m−1 |2
)

= (tn,k − tn,k−1)(tn,m − tn,m−1).

Нетрудно проверить, что E|Btn,k − Btn,k−1
|4 = 3|tn,k − tn,k−1|2. В ре-

зультате получается равенство

E
∣∣ mn∑
k=1

(Btn,k −Btn,k−1
)2
∣∣2 = 3

mn∑
k=1

|tn,k − tn,k−1|2+

+ 2
∑

1≤k<m≤mn

(
(tn,k − tn,k−1)(tn,m − tn,m−1)

)
.

Это равенство можно переписать в следующем виде

E
∣∣ mn∑
k=1

(Btn,k−Btn,k−1
)2
∣∣2 =2

mn∑
k=1

|tn,k−tn,k−1|2+
( mn∑
k=1

(tn,k−tn,k−1)
)2
.

В итоге выражение под знаком предела в (6.4.1) удается вычислить

E
∣∣ mn∑
k=1

(Btn,k −Btn,k−1
)2 − (b− a)

∣∣2 = 2

mn∑
k=1

|tn,k − tn,k−1|2. (6.4.2)

Отсюда следует (6.4.1), так как

lim
n→∞

mn∑
k=1

|tn,k − tn,k−1|2 ≤ lim
n→∞

max
1≤k≤mn

(tn,k − tn,k−1)(b− a) = 0. J

Из теоремы 6.4.1 следует, что последовательность {Sn}n≥1 сумм
Sn =

∑mn
k=1(Btn,k − Btn,k−1

)2 сходится по вероятности к b − a. Если
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сегмент [a, b] подвергнуть делению на более короткие отрезки, то
сходимость по вероятности можно заменить сходимостью п.в.

6.4.2. Теорема. Разобьем сегмент [a, b], 0 ≤ a < b, точками
a = tn,0 < · · · < tn,mn = b таким образом, чтобы сходился ряд∑∞

n=1 max1≤k≤mn(tn,k − tn,k−1). Тогда имеет место сходимость

lim
n→∞

mn∑
k=1

(Btn,k −Btn,k−1
)2 = (b− a) п.в. (6.4.3)

I Заметим, что
∑mn

k=1(tn,k − tn,k−1) = b− a и

mn∑
k=1

|tn,k − tn,k−1|2 ≤ cn(b− a), cn = max
1≤k≤mn

(tn,k − tn,k−1).

Отсюда и из равенства (6.4.2) следует, что

E
( ∞∑
n=1

∣∣ mn∑
k=1

(Btn,k −Btn,k−1
)2 − (b− a)

∣∣2) =

=
∞∑
n=1

E
∣∣ mn∑
k=1

(Btn,k −Btn,k−1
)2 − (b− a)

∣∣2 ≤ 2(b− a)
∞∑
n=1

cn <∞.

Перемена местами математического ожидания и суммирования воз-
можна по теореме 1.6.3. Ряд

∑∞
n=1

∣∣∑mn
k=1(Btn,k −Btn,k−1

)2− (b−a)
∣∣2

сходится п.в. Отсюда следует утверждение (6.4.3). J
6.4.3. Следствие. Почти все траектории процесса броунов-

ского движения имеют неограниченную вариацию.
I По определению 1.9.1 вариация процесса броуновского дви-

жения {Bt, t ∈ [a, b]} равна

V b
a (B) = sup

{ n∑
k=1

|Btk −Btk−1
| : a = t0 < · · · < tn = b

}
.

Предположим, что вариация V b
a (B) конечна на некотором множе-

стве Ω′ ∈ F положительной вероятности. Для любых разбиений
a = tn,0 < · · · < tmn = b, удовлетворяющих условию из теоремы
6.4.2, справедливы следующие противоречивые соотношения

b−a = lim
n→∞

mn∑
k=1

|Btk−Btk−1
|2 ≤ V b

a (B) lim
n→∞

sup
1≤k≤mn

|Btn,k−Btn,k−1
| = 0
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п.в. на множестве Ω′. Неравенства 0 < b−a ≤ 0 не могут выполнять-
ся. Напомним, что все траектории процесса броуновского движения
непрерывны и, следовательно, предел справа равен нулю. J

В 1924 году Александр Яковлевич Хинчин открыл важное свой-
ство процесса броуновского движения, получившего название зако-
на повторного логарифма.

6.4.4. Теорема. Произвольный процесс броуновского движе-
ния B = {Bt, t ≥ 0} удовлетворяет закону повторного логарифма

lim sup
t→∞

Bt√
2t ln ln t

= 1, lim inf
t→∞

Bt√
2t ln ln t

= −1 п.в. (6.4.4)

I Достаточно доказать первое утверждение. Второе утвержде-
ние получается путем замены Bt на −Bt,

lim inf
t→∞

Bt√
2t ln ln t

= − lim sup
t→∞

−Bt√
2t ln ln t

= −1 п.в.

Напомним (см. теорему 6.1.4), что {−Bt, t ≥ 0} является процессом
броуновского движения. Далее предполагается, что t > e3. Сначала
будет доказано неравенство

lim sup
t→∞

|Bt|√
2t ln ln t

≤ 1 п.в. (6.4.5)

Для любых c ∈ (1, 2) и ε > 0, в силу правого неравенства (2.4.5),
справедлива следующая оценка

P{|Bcn | > (1 + ε)
√

2cn ln ln cn} =
2√
2π

∞∫
(1+ε)

√
2 ln ln cn

e−x
2/2dx <

<
1

(1 + ε)
√
π ln ln cn

(n ln c)−(1+ε)2
.

В силу этой оценки ряд

∞∑
n=1

P{|Bcn | > (1 + ε)
√

2cn ln ln cn} сходится. (6.4.6)

Так как процесс броуновского движения непрерывен, то множество
An = {supcn≤t≤cn+1 |(Bt/

√
2t ln ln t) − (Bcn/

√
2cn ln ln cn)| > ε} явля-
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ется событием. Для e3 < cn ≤ t ≤ cn+1 справедливо неравенство

∣∣ Bt√
2t ln ln t

− Bcn√
2cn ln ln cn

∣∣ =

=
∣∣ Bt −Bcn√

2t ln ln t
+

Bcn√
2t ln ln t

− Bcn√
2cn ln ln cn

∣∣ ≤
≤ |Bt −Bcn |√

2cn ln ln cn
+ |Bcn |

( 1√
2cn ln ln cn

− 1√
2t ln ln t

)
.

По формуле Лагранжа найдется t′ ∈ [cn, t] такое, что

1√
2cn ln ln cn

− 1√
2t ln ln t

=
ln ln t′ · ln t′ + 1

ln t′ · (2t′ ln ln t′)3/2
(t− cn).

Отсюда для t ∈ [cn, cn+1], n ≥ n0, c
n0 > e3 следует оценка

1√
2cn ln ln cn

− 1√
2t ln ln t

≤ c− 1√
2cn ln ln cn

≤
√
c− 1√

2cn ln ln cn
.

Из этих неравенств следует, что

∣∣ Bt√
2t ln ln t

− Bcn√
2cn ln ln cn

∣∣ ≤ |Bt −Bcn |√
2cn ln ln cn

+
|Bcn |

√
c− 1√

2cn ln ln cn
.

Вероятность события An можно оценить следующим образом

P{An} ≤ P{A′n}+ P{A′′n}, (6.4.7)

P{A′n} = P
{

sup
cn≤t≤cn+1

|Bt −Bcn | >
ε

2

√
2cn ln ln cn

}
,

P{A′′n} = P
{
|Bcn | >

ε

2
√
c− 1

√
2cn ln ln cn

}
.

Следствие 6.3.4 и правое неравенство (2.4.5) позволяют следующим
образом оценить вероятность события A′n,

P{A′n} ≤ 2P{|Bcn+1 −Bcn | >
ε

2

√
2cn ln ln cn

}
=

=
4√
2π

∞∫
ε
√

ln ln cn/(2(c−1))

e−x
2/2dx ≤ 4√

2π

(n ln c)−ε
2/(4(c−1))

ε
√

ln ln cn/(2(c− 1))
.
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Аналогичная оценка справедлива для P{A′′n} с заменой 4/
√

2π на
2/
√

2π. Из приведенных оценок и из (6.4.7) следует, что

P{An} ≤
6√
2π

(n ln c)−ε
2/(4(c−1))

ε
√

ln ln cn/(2(c− 1))
.

Если n ≥ n0 и ε2/(4(c − 1)) > 1, то ряды
∑∞

n=n0
P{A′′n} < ∞ и∑∞

n=n0
P{An} <∞ сходятся. По лемме Бореля –Кантелли (теорема

1.5.16) событие ∪∞m=1 ∩∞n=m {Acn} имеет единичную вероятность. В
силу (6.4.6) событие ∪∞m=1 ∩∞n=m {|Bcn | ≤ (1 + ε)

√
2cn ln ln cn} так-

же имеет единичную вероятность. Отсюда следует, что для любого
ω ∈ Ωε,c = ∪∞m=1∩∞n=m (∩Acn∩{|Bcn | ≤ (1+ε)(

√
2cn ln ln cn}) найдется

nε,c,ω ∈ N такое, что для всех n ≥ nε,c,ω выполняются неравенства

sup
cn≤t≤cn+1

|(Bt(ω)/
√

2t ln ln t)− (Bcn(ω)/
√

2cn ln ln cn)| ≤ ε,

|Bcn(ω)| ≤ (1 + ε)
√

2cn ln ln cc,

и, следовательно,

lim sup
t→∞

|Bt(ω)|√
2t ln ln t

≤ 1 + 2ε. (6.4.8)

Положим ε = εr = 1/r, и возьмем c = cr ∈ (1, 1 + 1/(4r2)). Для
любого r ∈ N, r > 1, выполняется условие ε2

r/(4(cr−1)) > 1. Событие
Ω′ = ∩∞r=2Ωεr,cr имеет единичную вероятность. Для любых ω ∈ Ω′ и
r ∈ N, r ≥ 2, выполняется неравенство (6.4.8) с ε = εr. Предельный
переход r ↑ ∞ ведет к требуемому неравенству (6.4.5).

Для доказательства теоремы достаточно убедиться, что

lim sup
t→∞

Bt√
2t ln ln t

≥ 1 п.в. (6.4.9)

Пусть 0 < ε < 1/2. Выберем число m ∈ N такое, что 1/
√
m < ε2

и
√
m− 1/

√
m > 1 − ε. Для каждого n ∈ N определим событие

Cn = {Bmn+1 − Bmn > (1 − ε)
√

2(mn+1 −mn) ln ln(mn+1 −mn)}. В
силу левого неравенства (2.4.5) справедлива следующая оценка

P{Cn} =
1√
2π

∫ ∞
(1−ε)
√

2 ln ln(mn+1−mn)
e−x

2/2dx >

>
(1− ε)

√
2 ln ln(mn+1 −mn)√

2π(1 + (1− ε)22 ln ln(mn+1 −mn))
(n lnm+ ln(m− 1))−(1−ε)2

.
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Из этой оценки следует, что
∑∞

n=1 P{Cn} = ∞. События Cn, n ∈ N,
независимы. По лемме Бореля –Кантелли (теорема 2.1.16) собы-
тие Ωε = ∩∞k=1 ∪∞n=k Cn имеет единичную вероятность. Для любого
ω ∈ Ωε существует последовательность {nk}k≥1 натуральных чисел
такая, что для всех k ∈ N выполняется неравенство

Bmnk+1(ω)−Bmnk (ω) > (1−ε)
√

2(mnk+1 −mnk) ln ln(mnk+1 −mnk).

Разделим все члены этого неравенства на
√

2mnk+1 ln lnmnk+1 и по-
лученное неравенство запишем в следующем виде

Bmnk+1(ω)√
2mnk+1 ln lnmnk+1

>
Bmnk (ω)√

2mnk ln lnmnk

√
mnk ln lnmnk

√
mnk+1 ln lnmnk+1

+

+ (1− ε)
√

(mnk+1 −mnk) ln ln(mnk+1 −mnk)√
mnk+1 ln lnmnk+1

.

По доказанному выше выполняется неравенство (6.4.5) на некото-
ром множестве Ω′ ∈ F единичной вероятности. Пусть ω ∈ Ω′ ∩ Ωε.
Предельный переход при k ↑ ∞ приведет к неравенствам

lim sup
t→∞

Bt(ω)√
2t ln ln t

≥ lim sup
k→∞

Bmnk+1(ω)√
2mnk+1 ln lnmnk+1

≥

≥ − 1√
m

+ (1− ε)
√
m− 1√
m

> 1− 2ε. (6.4.10)

Напомним, что выбор числа ε ∈ (0, 1/2) находится в нашем распоря-
жении. Поэтому для любого ε = εr = 1/(r+2), r ∈ N, существует со-
бытие Ωεr единичной вероятности такое, что для любогоω ∈ Ω′∩Ωεr
выполняется неравенство мeжду левой и правой частями в (6.4.10) с
ε = εr. Это неравенство выполняется для любых ω ∈ ∩∞r=1(Ω′ ∩Ωεr)
и ε = εr. Пересечение ∩∞r=1(Ω′ ∩ Ωεr) является событием единичной
вероятности. Предельный переход при r ↑ ∞ приведет к (6.4.9). J

6.4.5. Следствие. Любой процесс броуновского движения удо-
влетворяет локальному закону повторного логарифма,

lim sup
t→0

Bt√
2t ln ln(1/t)

= 1, lim inf
t→0

Bt√
2t ln ln(1/t)

= −1 п.в.

I По теореме 6.1.4 случайный процесс {B′t, t ≥ 0}, где B′0 = 0,
B′t = tB1/t, t > 0, является процессом броуновского движения. След-
ствие является результатом применения теоремы 6.4.4 к процессу
броуновского движения B′. J
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6.4.6. Следствие. Почти каждая траектория процесса бро-
уновского движения нигде не дифференцируема.

I По теореме 6.1.4 для любого a ≥ 0 случайный процесс
{Ba+t − Ba, t ≥ 0} является процессом броуновского движения. По
следствию 6.4.5 существует множество Ω′ ∈ F единичной вероят-
ности такое, что для любого ω ∈ Ω′ выполняются следующие два
соотношения

lim sup
t↓0

(lim inf
t↓0

)
Ba+t(ω)−Ba(ω)√

2t ln ln(1/t)
= 1(−1).

Поэтому для любого ω ∈ Ω′ найдутся последовательности {t′n}n≥1,
t′n = t′n(ω), и {t′′n}n≥1, t

′′
n = t′′n(ω), убывающие к нулю такие, что

lim
t′n↓0

Ba+t′n(ω)−Ba(ω)

t′n
= lim

t′n↓0

Ba+t′n(ω)−Ba(ω)√
2t′n ln ln(1/t′n)

√
2 ln ln(1/t′n)√

t′n
=∞,

lim
t′′n↓0

Ba+t′′n(ω)−Ba(ω)

t′′n
= lim
t′′n↓0

Ba+t′′n(ω)−Ba(ω)√
2t′′n ln ln(1/t′′n)

√
2 ln ln(1/t′′n)√

t′′n
=−∞.

Эти соотношения показывают, что почти все траектории процесса
броуновского движения нигде не имеют правой производной, и тем
более они не имеют двухсторонних производных. J

6.5. Многомерное броуновское движение

Наряду с одномерным процессом броуновского движения мож-
но определить процесс броуновского движения со значениями в про-
извольном евклидовом пространстве, а также в гильбертовом про-
странстве. Самый простой способ построить многомерный процесс
броуновского движения состоит в том, чтобы воспользоваться уже
имеющейся конструкцией одномерного процесса броуновского дви-
жения. Предполагается, что все рассматриваемые ниже случайные
процессы определены на вероятностном пространстве (Ω,F ,P).

6.5.1. Определение. Непрерывный d-мерный случайный про-
цесс B = {Bt, t ∈ T}, Bt : Ω → Rd, с параметрическим множеством
T = [a, b] или T = [a,∞), a, b ∈ R, a < b, называется d-мерным про-
цессом броуновского движения, если: (i) Ba = 0;
(ii) для любых a = t0 < t1 < · · · < tn, n ≥ 2, из T случайные векторы
Btk −Btk−1

, k = 1, . . . , n, независимы;
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(iii) для любых s, t ∈ T, s < t, разность Bt −Bs имеет d-мерное нор-
мальное распределение с математическим ожиданием E(Bt−Bs) = 0
и с ковариационной матрицей (t− s)1, где 1 – единичная матрица.

Случайный вектор Bt −Bs = (B1,t −B1,s, . . . , Bd,t −Bd,s) опре-
деляется своей характеристической функцией (2.4.2)

E exp{i〈u,Bt −Bs〉} = exp
{
− t− s

2

d∑
k=1

u2
k

}
, u = (u1, . . . , ud) ∈ Rd.

Напомним, что 〈u,Bt−Bs〉 =
∑d

k=1 uk(Bk,t−Bk,s). По теореме 2.1.12
случайные величины B1,t−B1,s, . . . , Bd,t−Bd,s независимы и имеют
общее нормальное распределение с нулевым средним и дисперсией
t−s. Тем самым доказано, что каждая компонента d-мерного процес-
са броуновского процесса является одномерным процессом броунов-
ского движения. Это замечание позволяет перенести многие свой-
ства одномерного процесса броуновского движения на многомерный
случай. В частности, для многомерного процесса броуновского дви-
жения справедлив принцип отражения и теорема 6.3.1.

6.5.2. Теорема. Пусть d-мерный процесс броуновского дви-
жения B = {Bt, t ≥ 0} является процессом Леви относительно
некоторой фильтрации F = {Ft : Ft ⊆ F , t ≥ 0}. Тогда для любого F-
марковского момента τ случайный процесс {Bτ∧t−(Bt−Bτ∧t), t ≥ 0}
является d-мерным процессом броуновского движения.

6.5.3. Задача. Доказать теорему 6.5.2.
6.5.4. Теорема. Пусть дан d-мерный процесс броуновского

движения B = {Bt, t ≥ 0}. Тогда каждый из следующих случай-
ных процессов является d-мерным процессом броуновского движе-
ния: (i) {−Bt, t ≥ 0}; (ii) {Ba+t −Ba, t ≥ 0} для любого числа a > 0;
(iii) {

√
cBt/c, t ≥ 0} для любого числа c > 0; (iv) {tB1/t, t ≥ 0}, где

tB1/t = 0 при t = 0 полагают по определению.
6.5.5. Задача. Доказать теорему 6.5.4.
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Обозначения

Ниже перечислены часто используемые обозначения с указанием
страниц, на которых они впервые введены.

I,J 7
a.b.c., (a.b.c) 7
R,R+,Q,Q+,Z,C, T 8
t∗ = inf{t : t ∈ T} 8
t∗ = sup{t : t ∈ T} 8
N = {1, 2, . . . } 8
Ac,1A 9,10
×t∈T Ωt,×d

t=1Ωt 10
Rd 10
σ(L) 12
R,B(Rd),B(R) 13
R
d
,B(R),B(Rd),B(R

d
) 14

(Ω,F),⊗t∈TFt 17
(×t∈T Ω,⊗t∈TFt) 17
(Ω,F ,µ) 29
f ∧ g = min{f, g} 43

f ∨ g = max{f, g} 43
f+ = f ∨ 0 43
f− = −(f ∧ 0) 43
(Ω,F ,P) 79
σ(Xt, t ∈ T ) 81
EX 81
E(X|G) 113
f(t+), f(t−) 140
Xt+, Xt− 146
FT 150
F(X) 151
G(X) 151
Fτ,Fτ− 154
Ppg 168
P 169
B(T ),B(Tt) 175
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алгебра множеств 12
цилиндрических

множеств 18

борелевская σ-алгебра 13

версия случайного
процесса 125

выпуклая функция 76
выпуклое множество 11

закон 0 или 1 223
закон повторного

логарифма 263
заряды 23

абсолютно непрерывные 66
сингулярные 66

измеримая функция 41
измеримое пространство 17

интеграл по мере 50

класс множеств 11
монотонный 12
λ-класс 12
π-класс 12

конечномерные
распределения 120

координатный случайный
процесс 124

критерий равномерной
интегрируемости 193

Вале Пуссена 194

лемма Бореля –Кантелли 47, 88
Фату 52

локальный закон повторного
логарифма 266

марковский момент 152
предсказуемый 158

математическое ожидание 81

мера
внешняя 29
внутренняя 35
Лебега 40
Лебега –Стилтьеса 40
плотная 37
регулярная 35

множество 8
вещественных чисел 8
замкнутое 13
всюду плотное 42
компактное 14
комплексных чисел 8
несчетное 11
открытое 13
отрицательное 26
положительное 26
рациональных чисел 8
счетное 11

независимость событий 79
приращений 203
сигма-алгебр 80
случайных векторов 81
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неравенство
Бесселя 92
Гельдера 56
Иенсена 82

условное 116
Леви 209
Минковского 56
Оттавиани 208
Скорохода 211
Хоффмана –Йоргенсена 210
Маркова –Чебышева 55
Этемади 208

правило де Моргана 9
принцип отражения 256
прямое произведение

мер 64
пространств 17

прямоугольник 10
измеримый 17

пуассоновский процесс 232
стандартный 238

равенство Парсеваля 93
равномерная

интегрируемость 192
разбиение множества 43
разложение

Жордана 29
Хана 28

распределение
нормальное 109
экспоненциальное 242

случайный вектор 81
случайный процесс 120

без разрывов
второго рода 143

броуновского движения 250
измеримый 175
Леви 226
координатный 124
непрерывный 125
неотличимый 125

однородный 224
предсказуемый 183
прогрессивно измеримый 178
регулярный слева 143

справа 143
сепарабельный 128
с независимыми

приращениями 203
считающий 247

стохастический отрезок 181

теорема
Башелье 257
Витали 59
Колмогорова 121, 138, 139
Лузина 47
об ограниченной сходимости 60
о монотонной сходимости 55
Рисса 46
Хинчина 248
Ченцова 149

условие Линдеберга 222
согласованности 120

условное математическое
ожидание 113

фильтрация 149
непрерывная справа, слева 150
расширенная 150

функция
выпуклая 76
интегрируемая 50
индикаторная 10
ограниченной вариации 71
Хаара 93

характеристическая функция
случайного вектора 83

цилиндрическое множество 18

эквивалентные случайные
процессы 125

элементарное событие 79
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